Kombinatorika a grafy I — 13. cviceni*

2. ledna 2023

1 Samoopravné kédy

Abeceda 3 je koneénd mnozina q symboli. Slovo délky n je usporaddni n-tice symboli. Jako 3"
oznacime mnozinu slov délky n. Hammingova vzddlenost slov x = (21,...,25),y = (Y1,...,Yn) €
%™ je definovéna jako d(x,y) = |{i € {1,...,n} : x; # y;}|. (Blokovy) kéd je mnozina C' C X"
takzvanych kodovijch slov. Rekneme, 7e s kédem C' je moiné opravit nanejuys t chyb, pokud pro
kazdé y € ¥" existuje nanejvys jedno x € C takové ze d(x,y) < t. Parametry kédu C jsou (n, k,d),,
kde k = log, |C| a d = min,yec{d(z,y)}

Linedrni kéd C' je podprostorem vektorového prostoru Fy, kde 3 = [F; je konecné téleso velikost
q. Necht C je linearn{ kéd s parametry [n, k, d],. Dudlnim kédem k C je kéd C+ = {y € Fy o (z,y) =
0, pro kazdé z € C}, kde pro & = (21,...,2Zn),y = (Y1,...,Yn) je (&, y) = D i, xy;. Generujict
matici kédu C je matice M € IF’;X”, kterd ma za radky vektory baze kéodu C. Kontrolni matici
kédu C je matice ML € FY* ™™™ kterd je generujic matice kédu C-L.

Hadamardovy kédy jsou tvoreny radky a minus radky Hadamardovy matice, kterd je tvorena
+1 a plati, ze HHT = nl,. V nasSich tilohdch budeme uvazovat bijekci z —1 — 1 a 1 — 0.

Priklad 1. Dokazte, Ze Hammingova vzdélenost je na mnoziné X" metrikou.
Reseni. Musime ovéfit viechny étyfi axiomy metriky.

1. Nezapornost vzdalenosti je zfejma.

2. d(z,y) = 0 & x =y, protoze musi byt stejné.

3. Symetrie je z definice zfejma.

4. Trojuhelnikova nerovnost d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) plati, protoze pokud se lisi na i-té pozici
x a z, tak se musi liSit y s © nebo z na té samé pozici.

O
Priklad 2. Necht C je linedrni kéd s parametry [n, k, d],. Dokazte ndsledujici turzent.
e Plati O+ ={y € Fy : My =0}, kde M je generujici matici kédu C'.

e Dudlni kéd C+ je linedrnim kédem s délkou slovn a s dimenzin— k. Specidlné plati dim(C) +
dim(C*t) = n.

e Plati (C+)" =C.
o PlatiC ={z €Ty : Mtz =0}, kde M+ je kontrolni matici kédu C.
Reseni. Musime ovéfit viechny ¢étyfi axiomy metriky.

o Jelikoz kéd pro kazdé y € C+ mé skalarni soucin s kazdym x € C rovny nule. Pak stadi,
pokud mé skaldrni soucin rovny nule s bazi daného prostoru.

« Podle a) vime, ze C*+ = {y € Fy : My = 0}. Uvazme f : Fy — Fqk linedrni zobrazeni urcené
matici M, neboli f(y) = My. Potom z lingebry vime, ze dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = n
(v Ted¢i matic mdme Im(f) = S(M), dim(S(M)) = rank(M) a Ker(f) = Ker(M). Z
Ct={ye Fy : My = 0} mame Ker(f) = C+ a tedy C* je vektorovym prostorem nad Fy
a je tedy i linedrnim kédem slov délky n. Také dim(C+) + dim(Im(f)) = n. Protoze M ma
rank rovny k, pak je dim(Im(f)) = k = dim(C) a tedy skuteéne dim(C) + dim(C+) = n.

*Informace o cviceni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/~fila/
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 Plati, ze C C (C1)1, protoze kazdy vektor z C je z definice C* kolmy na kazdy vektor z
C+.
Podle ¢4sti b) pro linedrni kéd C+ vime, ze dim(C+)t = n — dim(C*) = k. Jelikoz maji
(C*)* a C stejnou dimenzi a jeden je vektorovy podprostor druhého, pak jde o stejné prostory
a(ChHt=cC.

e Z c) vime, ze (C+)+ = C. Zéroveii z a) vime, ze (CH)+ = {y € F} : M*y = 0} a tedy
C={yelFy: M*+y=0}.

O

Priklad 3. Necht C je kéd s parametry (n,k,2t + 1)o nad abecedou {0,1}. Rozhodnéte, jaké jsou
parametry C', kteryj z C wvznikne prodlouzenim kaZdého kédového slova o jeden symbol urcujici
paritu poctu jednicek v daném slove.

Reseni. Novy kéd bude mit prvni parametr n + 1 a druhy parametr, protoze je dimenze tedy i
velikost stejna. Nyni nas zajima minimalni vzdalenost. Vime, ze ke kazdému slovu se pridal jeden
znak. Takze treti parametr bud miize zlstat stejny, nebo se zvednout o jedna.

Vezmeéme si libovolné dvé slova x, y s vzdalenosti 2¢t+1. Nyni tedy vime, ze rozdil poctu jednicek
je lichy, protoze 2t + 1 je liché. To znamenad, Ze i nas novy znak bude u obou slov rozdilny. Neboli
méme kéd s parametry (n+ 1, k, 2t 4 2),. O

Priklad 4. UvaZme kéd obsahujici vsechna slova délky n > 2 nad {0,1} sudé vdhy, neboli C =
{z = (z1,...,2,) € F} : 3" 2; = 0 (mod 2)}. Urcete parametry tohoto kédu, ovérte, Ze je
linedrni a urcete jeho dudlni kéd C+.

Reseni. Snadno ovéfime, ze jde o linedrni kéd. Nulovy vektor zde je. Pokud se¢teme dvé kédova
slova z a y z C s 2k a 2l jednickami, pak médme tii moznosti. Na i-té pozici se sejdou dvé nuly,
jedna jednicka a jedna nula, nebo dvé jednicky. Chceme védét, jakd je parita vysledného poctu
jednic¢ek. To bude rovno 2k + 21 — 2 - (pocet pozic, kde jsou jednicky v obou slovech), coZ je znovu
sudé ¢islo. Parametry jsou rovny (n,n —1,2)s. Prvni parametr je ze zaddni. Druhy parametr plyne
z toho, Ze podet slov se sudym poétem jednicek je 27~ 1. JelikoZ jde o linedrni kéd, tak stadi najit
nejmensi nenulovy vektor z C, coz je vektor s dvéma jednickami, proto je tfeti parametr rovny
dvéma.

7 Prikladu 2 vime, ze dudlni kéd ma dimenzi 1. Vime, Ze nulovy vektor i vektor samych jedni¢ek
v C* jsou. Tim jsme nalezli cely C+. O

Priklad 5. Dokazte, Ze Hadamardovy kédy (nad télesem Fy a nasi bijekei) vzniklé Sylvesterovou
konstrukct jsou linedrnyi.

Reseni. Prvni feknéme, 7e 1 — 0 a —1 — 1. Potom vime, Ze prvni fadek je nulovy vektor. Nyni
uz staci ovérit, ze pokud mame vektory u a v, pak je zde i soucet. Budeme postupovat indukei.
Pro n = 1 je to trividlni. Nyni se podivime na krok z n na 2n. Zacéneme s fadky z matice Hy,.
Libovolny fadek z prvnich n je ve tvaru zz pro x € H,,. Takze trividlné plati, Ze pokud = a y z
H,,, mdme zx +yy = (x +y)(x +y) je obsazeno v prvnich ¥ddcich Hs,, z uzavienosti H,. Obdobné
muzeme uvazit x(—z) z druhych n fadka a y(—y) z té samé mnoziny. Potom je zde i jejich suma
(x+y)(—z—vy) = (x+y)(z+y) coz diky uzavienosti H, nalezneme i v Ha,. Tfeti moznost je vzit
zzx z prvnich n a y(—y) z druhych n. Potom médme (z + y)(z — y) = (x + y)(—(z + y)) coz v Hay,
taky nalezneme. O
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