Kombinatorika a grafy — cviceni 1*

3. Tijna 2022

Identity

Definice 1. Oznac¢me (Z) pocet zpusobi, jak z n prvkové mnoziny vybrat k

prvki, tedy
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Priklad 1. (tvodni) Dokazte
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Priklad 2. Dokazte
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Priklad 4. Dokazte
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*Informace o cviceni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/~fila/2122/KG1.html.

Priklad 5. Dokazte

Priklad 6. Dokazte




Priklad 7. Dokazte .
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Piiklad 8. (Vandermondeova identita) Dokazte

i n m _(m+n
\i)\k—i) \ k )’
=0
Priklad 9. Kolika zpisoby muzeme rozdat n korun mezi k lidi tak, aby kazdy

dostal alespon jednu korunu?

Priklad 10. Jak se pocet zméni v piipadé, ze netrvdme na tom, aby kazdy
néco dostal?

Stromy
Strom je souvisly graf bez cykli. Ekvivalentni definice jsou:

1. graf, kde kazdé vrcholy lze spojit jednoznacné urcenou cestou,

2. souvisly graf, ktery prestane byt souvisly po odebrani libovolné hrany,
3. graf bez cyklu, kde po pridani libovolné nové hrany uz cyklus vznikne,
4. souvisly graf s po¢tem hran o jedna mensim nez je pocet vrcholi.

Nesouvisly graf, jehoz kazdd komponenta souvislosti je stromem, se na-
zyva les. Kostrou souvislého grafu G oznacuje podgraf grafu G, ktery obsahuje
vsechny vrcholy G a ktery je zaroven stromem.

Priklad 11. Kolik je vSech stromu s vrcholy {1,2,3,4}? Nakreslete vSechny
neizomorfni stromy na 6 vrcholech.

Priklad 12. Dokazte, ze kazdy souvisly graf mé kostru.

Priklad 13. Ukazte, ze graf na n vrcholech s k& komponentami souvislosti je
lesem pravé tehdy, kdyz ma n — k hran.

Priklad 14. Dokazte, Ze graf G = (V, E) je stromem (vemte si jednu z ostatnich
definic) pravé tehdy, kdyz neobsahuje kruznici a |E| = |[V] — 1.

Priklad 15. Strom na 4152 vrcholech mé pouze vrcholy stupné 1 a 3. Kolik
minimalné a maximalné muze mit lista.

Priklad 16. Spoctéte pocet koster iplného bipartitniho grafu K .



Navody k prikladim

1. Meéjme n kulicek a pocitejme, kolika zptsoby lze vybrat k kulicek. Bud jich
vybereme k, nebo jich nevybereme n — k.

2. Vybirame k + 1 kuli¢ek z n + 1 kuli¢ek. Prvni budto vybereme, nebo ne.
3. Pouzijte podobnou ideu jako v predchozim ptikladé, ale induktivné.

4. Vybiradte podmnoziny n-prvkové mnoziny. Kazdy prvek budto vyberete,
nebo ne.

5. Jsou dva postupy, jak z n fotbalisti vybrat r hrajicich hraci a jednoho
kapitana.

Dvé moznosti: bud nejprve vybereme z n hrac¢a r hrajicich a pak kapitana,
nebo nejprve vybereme kapitana a potom zbytek tymu ze zbylych r — 1 hract.
6. Prvni zptisob: nejprve vybereme z n hraca r hrajicich a z nich k Gtoc¢niki.

Druhy zpusob: nejprve vybereme k Gto¢niki a potom dobereme zbytek tymu
ze zbylych r — k hracu.

7. Miuzeme si to predstavit tak, ze si z n lidi vybirdme k& > d kamaradi a s d
z nich chceme vybrat na fotbal.

Pocitejme dvéma zptsoby: bud nejprve vybereme k kamaradua a potom d-
¢lenny tym na fotbal, nebo naopak nejprve vybereme tym a pak néjak dobereme
zbytek kamaradi.

8. Mate n dévcat a m hochti a chcete z nich vytvorit k-¢lenny tym.

9. Predstavme si, Zze mame posloupnost n minci, mezi nimiz je n — 1 mezer a
my chceme vybrat k — 1 mezer, ¢imz se mince rozdéli mezi k lidi.

10. Prvni pridejme k virutalnich minci, potom aplikujme predchozi metodu a
virtudlni mince nasledné odstrante.

11. Na étyfech vrcholech jich je 16.

12.  Zkuste pro spor pfedpoklddat, Zze maximdlni strom (co do inkluze) neob-
sahuje vSechny vrcholy a vemte si cestu (diky souvislosti) z néjakého vrcholu v
tomto maximéalnim stromé do vrcholu mimo tohoto stromu.

13. Implikace zleva doprava plyne z posledni definice stromovosti. Opa¢na im-
plikace vyzaduje dolni odhad na pocet hran souvislé komponenty a vyuziti toho,
ze nastane vsude rovnost.

14. Uvédomte si, ze miniméln{ pofet hran na souvislost grafu je |V| — 1 (in-

dukei, hladové). Proto, kdyz si vezmeme 4. definici stromovosti nahote, ta potom

implikuje, Ze strom nemuze obsahovat kruznice, protoze mame minimalni pocet

hran na to, aby byl tento graf souvisly. Spravny pocet hran uz mame zadarmo.
Opacna implikace je velmi podobnd. Pokud neobsahuje kruznice, tak pii

hladové konstrukci vzdy pripojime novy vrchol, takze bude i souvisly.

15. Uvédomte si, kolik hran takovy strom ma. Jak teda musi vypadat stupné

vrcholi?

16. Uvédomte si, ze partita s dvéma vrcholy mize mit pouze jednoho spolec-

ného souseda. Taky kazdy vrchol z druhé partity musi mit souseda v partité
velikosti 2. Vysledek je n2"~ 1.



