Kombinatorika a grafy I — 5. cviceni*

8. listopadu 2022

1 Vytvorujici funkce potreti a naposledy

Vytvorujici funkci posloupnosti (ag, a1, as,...) je mocninnd fada . -, a,z™. Napiiklad funkce
ﬁ je vytvorujici funkei posloupnosti (1,1,1,...).

Priklad 1. Vyjadrete cleny a,, které jsou zaddny nasledujicimi rekurencemi (né nutné vytvoruji-
ctmi funkcemi).

(a) anys = W pro kaZdé n > 0, pricemZag =1 a a1 = 2,

(b) a, = w pro kazdé n > 2, pricemZag =1 a a1 = 2,
(¢) anio = \/anGni1 pro kaZdé n > 0, pricemzZ ag =2 a a1 = 4.

reseni. (a) Pokud rovnici vyndsobime ¢lenem x™ a vSechny vzniklé rovnice seéteme pfes moznd n,
tak dostaneme pro funkei a(z) = Y7 a,2™ rovnici
a(z)—1—-2z a(z)—1 a(x)
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(b) Staéi nahlédnout, ze (ag,a1,...) = (1,2,3/2,3/2,3/2,...). To se da dokdzat indukei. Plati
ag = % = 1—;2 = 3/2. Pro indukéni krok uvazme n > 3 a predpoklddejme, Ze a; = 3/2 pro
kazdé i s 2 < i < n. Potom a,, = %etfan-1 142+43/24-43/2 _ % = 3/2. Klasicky recept

n n
fungovat nebude, protoze rad rekurence neni omezeny. Existuji metody pro feseni takovych
rekurenci (viz , solutions of linear difference equations with variable coefficients®).

(c) Staéi si véimnout, ze pro a, = 2%+, kde (bg,b1,...) je posloupnost z prvni ¢asti. Takze podle
feseni prvni ¢asti plati b, = loga, = log(5/3 —2(—1/2)"/3).
O

Priklad 2. Méjme dvé vytvorugici funkce a(x) = Y, <o anx™ a b(x) = > <, bpa™, kde ag = 0.
Uvazme funkci c(x) = b(a(z)) vzniklou sloZenim a(z) a b(z). B

(a) Napiste vzorec pro koeficienty c,, funkce c(x) =", - cnx™. Proc trvdame na predpokladu ag = 0%

(b) Necht co = 1 a necht pro n € N znadi koeficient ¢, pocet usporddangch rozkladi ¢éisla n na
kladné scitance. Vyjadrete funkci c(x) =3, <o ™ jako sloZeni dvou vhodnyjch funkci.

resend. (a) Slozime-li dvé vytvorujici funkce a(xz) = ) ~janz™ a b(z) = >, <, bnz™ do funkce
b(a(z)), tak, je-li a(0) =0, c¢(x) = b(a(z)) ma u =", n > 0, koeficient B

C”:Z Z braj, - - aj,.
keN (F1seees jk)ENk: J1t+F+jr=n
Plati ¢y = bg. To proto, ze
c(z) = b + by (a1z + aga® + -+ ) + ba(arx + agw? + -+ )2 + -

Koeficient fy musi byt pro sklddan{ nulovy, jinak ¢, nezavisi na kone¢ném poétu ¢lenti a(z) a
b(x).

*Informace o cvic¢eni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/~fila/


http://kam.mff.cuni.cz/~fila/

(b) Staéi vzit a(z) = %= a b(z) = 12, protoZe pak
= > braj, - aj, =Y > 1
KEN (ji,....jk) ENF: jitotijp=n KEN (j1,....5%) ENF: jid-otjp=n

pron € N a ¢y = 1. Tedy dostaneme

1 1—x
D=1 = "1
xr
To odpovid4 posloupnosti (1,1,2,4,8,...,2"71 ...) a souhlas{ s pozorovanim ¢, = 2"1.

O

Priklad 3 (*). DokdZete nalézt dvé nestandardni Sestisténné hraci kostky B a C' takové, Ze pro kazdé
n € N je pravdépodobnost, ze na B a C padne dohromady presné n, stejnd jako pravdépodobnost,
Ze n padne na dvou standardnich sestisténnijch hracich kostkdch?

reseni. Kostka odpovida tazeni ndhodnych ¢isel z jisté mnoziny, naptiklad u standardni kostky je
tato mnozina {1,2,3,4,5,6}. Ozna¢me jako A standardni kostku a necht a,, je pocet zptusob1, jak
na nf mizeme hodit ¢islo n. Tedy pro A mame vytvorujici funkei a(z) = > 7 a,z™. Analogicky
pro kostky B a C' mame vytvorujici funkce b(z) = Y07 jbya™ a c(z) = Y07 g cpa™.

Pro standardni kostku je tedy a(z) vytvorujici funkei pro posloupnost (0,1,1,1,1,1,1,0,0,...),
neboli a(z) = x + - - -+ 2. Pokud d,, ozna¢uje pocet zpiisobii kolika miiZze dohromady na kostkéch
B a C padnout &slo n, pak d(z) = Y07 d,a™ = b(x)c(z), protoZe d,, je pocet zplsobi, kolika
Ize hodit k£ na B krat pocet zpusobu, kolika Ize hodit n — k na C, secteno pres vsechna k. Neboli
dn = > peo bkCn—k, coz je presné definice koeficienttt soucinu b(z)c(z). Stejné tak podet zpisob,
kolika jde hodit n na dvou standardnich kostkéch je koeficient u n-tého ¢lenu a(z)a(z).

Takze nas kol je najit posloupnosti {b,}22, a {c,}52, takové, ze plati

b(x)e(z) = a(z)a(z) = (x +--- + 25)2.

Jinak feceno, chceme najit polynomy b(z) a c(z) s kladnymi celo¢iselnymi koeficienty takové, ze
b(0) = ¢(0) = 0 (bez nulovych stén), b(1) = ¢(1) = 6 (majf Sest stén), b(z)c(x) = (x + -+ 25)% a
b(z),c(x) #x+ -+ ab.

Polynom (z + - - - + 2%)? se d4 piepsat na ireducibiln{ rozklad

2 (x+1)% (2 + 2+ 1)} (2 —z + 1)2

Ty se pokusime nyni rozdélit na souc¢in dvou polynomil odpovidajicim nestandardnim Sestisténnym
kostkdm. Je-li 2 =1, tak 2 +1 =2, 22 + 2+ 1 =3, 22 — 2 + 1 = 1. TakZe kazd4 z kostek B a
C musi mit po jedné kopii  + 1 a 22 + x + 1, aby vyslo Sest stén. Stejné tak, abychom se zbavili
konstantnich ¢lent, musi mit kazdy po jedné kopii x. Takze nam vyjde jedind moznost, jak zvolit
kostky nestandardné:

bz)=z@+ 1) (@ +e+1)(@?—z+1)2 =2 +a25+2° + 2t + 2% 42

clx) =x(x+1)(2® +z+1) = 2 + 22° + 22% + 2.

Takze mame kostky se sténami {1,3,4,5,6,8} a {1,2,2,3,3,4}.

Pokud bychom povolili stény s nulovou hodnotou, tak se postup témér nezméni. Jen muizeme
vypustit podminku na dosazeni nuly v polynomech b(z) a ¢(x) a dostaneme navic tfeba kostky
{0,1,1,2,2,3} a {2,4,5,6,7,9} nebo trividlné {0,1,2,3,4,5} a {2,3,4,5,6,7}. Podobné triviadlné
muzeme dostat nekoneéné mnoho nestandardnich kostek, pokud povolime zaporné stény. O

Priklad 4. S pomoci vytvorugjicich funkci sectéte ndsledujici rady.
2
(@) 3k=o (2)"
(b) ZZ:O k- (Z)
fesent. (a) M&me aj, = (}) a uvazme vytvorujici funkei a(z) = 3,7, axz®. Potom pro c(z) =
> pna™ = a(x)a(z) je podle operace ndsobeni ¢, = Y p_jaran—k = dp_o (1) (, 1) =
Y or—o (2)2, ¢ili ¢, je naSe suma. Méme a(x) = (1 + 2)™ podle binomické véty. Takze c(x) =

(1+2)?" a podle binomické véty je ¢, = (*), protoze c(z) = (1 + z)*" = Ziio (rmya®.



(b) Mé&jme a, = (}) a uvazme vytvorujici funkci a(z) = > ;7 axz®. Méme a(z) = (1 + x)"
podle binomické véty. Podle operace derivace je pak a’(z) = n(1 + z)"~! vytvoiujici funkei
pro posloupnost s k-tym ¢lenem (k+ 1)ag41 pro k =0,1,.... Jednd se o polynom a tedy a'(1)
je definovdno a rovna se nasi sumé, protoze jeji ¢len pro k = 0 je nulovy. Na druhou stranu
a'(1) =n(1+1)""! =n2"~! a tedy suma se rovna n2" 1.

O

Necht a(z) = Y07 jana™, b(z) =37 jbpa™, a € Ra ke N,

Zakladni operace s mocninnymi rfadami:
a(x) + b(x) (ao + bo, a1 + b1, a2 + ba, . ..)
aa(x) (aag, aay, aas, . . .)
a(ax) (ag, aay, a?ag, ..., ata;,. . .)
rFa(r) (0,...,0,a9,a1,az,...) (k nul na zac¢atku)
a(x®) (a0,0,...,0,a1,0,...) (stiidave k — 1 nul)
ofe)man—caat )
a () (a1,2a2,3as, ..., ia;,...)
foza(t)dt (0,a0, 5 Gy 7555+ )
a(z)b(z) (co,c1,¢2,...), kde ¢ = D)o arbn—k
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