Kombinatorika a grafy I — 8. cviceni*

29. listopadu 2022

1 Grafova souvislost

Hranovy ez v grafu G = (V, E) je mnozina hran F' C FE takovi, ze graf (V, E'\ F) je nesouvisly.
Vrcholovy Tez v grafu G je mnozina vrcholi A C V takova, ze graf (V\ A, EN (V;A)) je nesouvisly.
Hranovd souvislost k.(G) grafu G je velikost nejmensiho hranového fezu v G a 1, pokud G = K.
Vrcholovou souvislost k,(G) grafu G definujeme jako n — 1, je-li G uplny graf K,, s n > 2, jako 1
pro G = K a jako velikost nejmensiho vrcholového fezu v G jinak. Graf G je hranové t-souvisly
pro t € Ny, pokud plati k.(G) > t a vrcholové t-souvisly, pokud plati k,(G) > t.

7 prednésky vime, ze odebranim hrany vrcholovda ani hranova souvislost nevzroste a klesne
nanejvys o jedna.

Priklad 1. Najdéte priklad grafu G, ve kterém lze odebrat vrchol tak, Ze
(a) hranovd souvislost G klesne (vzroste) o libovolné velké predem dané ¢islo.

(b) wvrcholovd sowvislost G wvzroste o libovolné velké predem dané cislo. O kolik miZe vrcholovd
souvislost klesnout po odebrdani vrcholu?

Reseni. (a) Pro pokles sta¢i uvazit pro predem dané éislo n dvé disjunktni kopie kliky K41
a vrchol v, ktery je napojen na vsechny ostatni vrcholy. Potom pred odebranim v ma graf
hranovou souvislost n, protoze libovolny hranovy fez k oddéleni vrcholu od kliky potrebuje n
hran a k oddéleni vrcholu v jich je potfeba aspon n 4+ 1. Na druhou stranu po odebrani v je
graf nesouvisly a jeho hranova souvislost je tak nulova.

Naprtiklad pro dané ¢islo n staci pro vzrist hranové souvislosti uvazit K, 4o s pridanym vr-
cholem v, ktery je na kliku napojen jednou hranou. Potom po odebrani v ma graf z definice
hranovou souvislost n 4 1, zatimco pred odebranim mél hranovou souvislost jedna.

(b) Napriklad pro dané ¢islo n staci pro vzrist vrcholové souvislosti uvazit K, 4o s pridanym
vrcholem v, ktery je na kliku napojen jednou hranou. Potom po odebrani v mé graf z definice
vrcholovou souvislost n + 1, zatimco pred odebranim mél vrcholovou souvislost jedna.

Po odebrani libovolného vrcholu nemuze vrcholova souvislost klesnout o vic jak jednicku, pro-
toZe jinak by G — v mél vrcholovou souvislost nanejvys k,(G) — 2 a to by dosvédcoval néjaky
vrcholovy fez R (neni-li G — v tplny. Je-li iplny, pak trividlné vrcholovéd souvislost G nemuze
klesnout o vic jak jednicku.) této velikosti. Potom ale R U {v} je vrcholovy fez v G velikosti
nanejvys k,(G) — 1, coz je spor.

O

Priklad 2. Rozhodnéte, zda je kazdy souvisly graf se sudymi stupni a s neprdzdnou mnozinou hran
(a) vrcholové 2-souvisly,
(b) hranové 2-souvisly.

Resend. (a) Ne, napiiklad motyl, coz jsou dva trojihelniky sdilejici pravé jeden vrchol. Tento graf
je vrcholové 1-souvisly, ale ma stupné jen 4 a 2.

(b) Ano, uvazme, zZe graf ma most. Potom po jeho odebrani dostaneme dvé komponenty souvislosti,
kde v kazdé je lichy soucet stupnu, coz nelze z principu sudosti.
O

Piiklad 3. Pro k € N oznacme jako B* mnoZinu bindrnich vetizki délky k. Uvazme graf Qi =
(V, E), nazgvany k-krychle, ve kterém V = B* a {u,v} € E prdvé tehdy, kdy? se Tetizky u a v lisi
na pravé jedné pozici. UkaZte, Ze k,(Qr) = k.

*Informace o cvicéeni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/~fila/


http://kam.mff.cuni.cz/~fila/

Resend. Vrcholova souvislost Qy, je nanejvys hodnota minimalntho stupné, coz je k, protoze dany
graf je k-regularni a po odebréni vsech sousedii néjakého vrcholu aspon jeden vrchol zbyde, je-
li & > 1. Opacnou nerovnost ukizeme indukci podle k. Rozdélme @ na disjunktni podgrafy
Go[{O0u | u € B¥"1}] a G1[{1u | u € B*~1}], které jsou isomorfni s Qj_1. Graf Q; miizeme zpétky
dostat jejich sjednocenim a ptidanim 2*~! hran {Ou, lu} pro kazdé u € BF~1.

Nech S je vrcholovy fez @y velikosti mensi nez k. Kdyby oba grafy Go — S i G — S byly
souvislé, tak by i Q — S musel byt souvisly, protoze jedna hrana {Ou, lu} musi ztustat v Qi — S
Takze BUNO G — S je nesouvisly. Z indukéniho predpokladu k,(Qr_1) = k — 1, tedy S musi
obsahovat alespon k — 1 vrcholt Gy. Protoze v .S nemutze byt zadny vrchol z G4, tak G; — S je
souvisly a hrany {Ou, 1u} dosvéd¢uji souvislost Qg, coz je spor s tim, ze S je vrcholovy Fez.

Hranova souvislost k-krychle je také k, protoze je zdola omezend vrcholovou souvislosti a staci
odebrat k£ hran u libovolného vrcholu. O

Priklad 4. Graf je k-regularni, md-li vSechny stupné rovné k.

(a) (*) Ukazte, Ze pro kazdé k > 2 je kazdy k-requldrni souvisly bipartitini graf vrcholové 2-souvisly.
(b) Je pro k > 2 kazdy k-reguldrni (ne nutné bipartitni) souvisly graf vrcholové 2-souvisly?

(¢) Co kdyz v prikladu nahradime vrcholovou souvislost hranovou?

Resend. (a) Sporem, nech G = (AU B, F) neni vrcholové 2-souvisly. Potom existuje vrchol x, po
jehoz odebrani se graf rozpadne na komponenty souvislosti Gy, ..., G, kde m > 2. BUNO
x € A. Potom existuje komponenta G} s aspon o jedna vic vrcholem v B nez v A (to proto,
Ze obé& partity jsou z regularnosti stejné velké). Ozna¢me L = G, N A a R = G, N B. Nanejvys
k — 1 vrcholi z R bylo napojen na x a nyni maji tak stupen mensi nez k. zidnému vrcholu v
L se stupen smazanim x nesnizil. Takze plati

3 dege, (u) > k- |Rl = (k—1) > k- |L| = Y degg, (v)
u€ER veEL

Ale protoze je Gy bipartitni, tak musi platit ) .. dega, (u) = >, o, dega,(v) a mame spor.

Neplati, ze kazdy k-regularni bipartitni graf je Hamiltonovsky. Existuje tzv. ,,Horton graph®,
ktery dané tvrzeni vyvraci.

(b) Je-li k = 2, pak mame sjednoceni cyklu, které, je-li graf souvisly, je hamiltonovskym cyklem
a tedy bipartitni a tvrzeni stale plati z prvni éasti. Pro k > 3 uz jde ale bez bipartitnosti
najit protipiiklad, tfeba pro k sudé staci uvazit k/2 kopil Kj11 bez jedné hrany, kde vrcholy
sousedici s vynechanou hranou jsou vSechny napojeny na novy vrchol v. Po odebrani v se graf
rozpadne na jednotlivé komponenty, takze mé vrcholovou souvislost jedna.

Pro k liché se da uvazit analogickd konstrukce, jen se dvéma pomocnymi vrcholy. Mame k
klik K41 s vynechanou hranou a dva pomocné vrcholy u a v. Potom vezmeme (k — 1)/2 klik
a u kazdé napojime vrcholy sousedici s vynechanou hranou na u. totéz udélame pro druhou
skupinu (k—1)/2 klik a vrchol v. Zbyde jedna nenapojend klika, kde jeden jeji vrchol sousedici
s vynechanou hranou napojime na u a druhy na v. Vznikly graf je k-reguldrni a po vynechéni
pomocného vrcholu od zbytku grafu odrizneme aspon jednu kliku s vynechanou hranou.

(¢) Pro hranovou souvislost plati tvrzeni s pfedpokladem bipartitnosti, protoze hranové souvislost
je aspon tak velkd jako ta vrcholova. Bez bipartitnosti se z principu sudosti da ukéazat, ze
tvrzeni plati pro suda k. Kdyby v grafu, jehoz vSsechny vrcholy jsou sudé, existoval most, pak
by v v obou vzniklych komponentach vysel lichy soucet stupnt, coz neni mozné z principu
sudosti. Pro k liché se da najit protipriklad, stejny jako vyse.
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