Kombinatorika a grafy I — 8 cviceni*

22. listopadu 2022

1 Aplikace Hallovy véty
Vrcholovgm pokrytim v grafu G = (V| E) je mnozina C C V takovd, Ze pro kazdé e € E plati
eNC # 0. Pdrovinim v G je mnozina disjunktnich hran z E.

Kénigova—Egervaryho véta. V kazdém bipartitnim grafu se velikost minimdlniho vrcholového
pokryti rovnd velikosti mazximdlniho pdrovdni.

Nech X a I jsou koneéné mnoziny. MnoZinovgm systémem na X nazveme |I|-tici M = (M;: i €
I), kde M; C X. Systém ruizngch reprezentanti (SRR) je prostd funkce f: I — X takova, Zze pro
kazdé i € I je f(i) € M;. Vime, Ze existence SRR v M je ekvivalentni s existenci parovani velikosti
|I| v incidenénim grafu Gy = (JU X, {{i,z}: i € I,z € X,z € M,;}).

Hallova véta. Systém rizngch reprezentantu v M existuje pravé tehdy, kdyz pro kaZdou J C I je
‘U jEJS M;

Priklad 1. Nech a,b,c,d,e jsou ruznd prirozend c¢isla.

> |J|; tato podminka se nazgvd Hallova.

(a) Md mnoZinovy systém tvoreny vSemi triprokovymi podmnozinami mnoziny X = {a,b,c,d}
systém ruzniych reprezentanti?

(b) Md mnoZinovy systém tvoreny vSemi triprvkovgmi podmnoZinami mnoZiny X = {a,b,c,d, e}
systém ruznych reprezentanti?

Reseni. (a) Mame mnoziny X = {a,b,c,d} a I = {1,2,3,4}, kde |I| = (g) = 4. Dostaneme
systém M = (M; = {a,b,c}, My = {a,b,d}, M5 = {a,c,d}, My = {b, ¢, d}). Potom staci uvazit
systém raznych reprezentanta f(1) = a, f(2) = b, f(3) = ca f(4) = d. Tedy naptiklad a je
reprezentantem mnoziny M; = {a,b, c}.

(b) Mame mnoziny X = {a,b,c,d,e} a I = {1,2,...,10}, kde |I| = (g) = 10. Dostaneme systém
M = (M; = {a,b,c}, My = {a,b,d}, M5 = {a,b,e}, My = {a,c,d},..., M1y = {c,d,e}).
Musime umistit deset prvka tak, aby kazdy byl v sobé prifazené mnoziné, coz nelze, protoze

|[I] =10 > 5 = | X| a tedy nemuze existovat prosté zobrazeni f: I — X.
O

Priklad 2. Perfektni parovani grafu G je takové parovani, které pokrjvd vsechny vrcholy grafu G.
Najdete vsechna perfekini pdrovani v Petersonové grafu. Ukazte, Ze vic jich neexistuje.

Reseni. Mame téchto Sest. Ve vnitinim i vnéj$im cyklu miiZzeme pouzit nanejvys dvé hrany, ale v
perfektnim parovani potfebujeme hran pét, protoze graf ma deset vrchold. Tedy musime pouzit
alespon jednu z kratkych hran mezi cykly. Pouziti jedné zakaze pouziti incidentnich hran, to jsou
dvé ve vnitinim i vnéjsim cyklu. Nepouzijeme-li dalsi kratkou hranu, je zbytek parovani urcen.
Pouzijeme-li alespon jednu dalsi kratkou hranu, a zaroven né vsechny, tak dostaneme parovani
velikosti nanejvys 4, tedy musime pouzit jen kratké hrany. To da Sesté perfektni parovani.

O
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Priklad 3. Dokazte, Ze Hallova véta implikuje Kénigovu—Egervdryho vétu.

Resend. Jisté je velikost minimalnfho vrcholového pokryti aspon tak velkd, jako je velikost maxi-
malniho parovani, protoze kazdou hranu parovani je tfeba pokryt a z disjunktnosti hran parovani
je potreba aspon jeden vrchol na kazdou z nich.

Zbyvé ukdzat, ze velikost minimalniho vrcholového pokryti je v bipartitnim grafu G = (AUB, E)
nanejvys tak velkd, jako je velikost maximélniho parovani. Nech C' je minimalni vrcholové pokryti
v G. Protoze C je vrcholové pokryti, tak nemdme 74dné hrany mezi A\ C a B\ C. Uvazme
(disjunktni) podgrafy H; a Hy tvofené hranami mezi AN C a B\ C a hranami mezi A\ C a
BN C. Ukazeme, ze H; ma parovani velikosti |[A N C| a ze Hy ma parovani velikosti |[B N C|, ¢imz
dohromady dostaneme péarovani v G velikosti |C| a budeme hotovi.

Ze symetrie staci tvrzeni dokazat pro graf H;. Ovérime Hallovu podminku pro systém M =
(M;:ie I =ANC),kde M; C X = B\ C je mnozina sousedl vrcholu i v grafu H;. Potom
H; = G a SRR pro M je totéz jako parovani v Hy = G velikosti |I| = |A N C|. Tedy, pokud
plati Hallova podminka, tak dané parovani dostaneme podle Hallovy véty. Méjme podmnozinu
J C 1= AnNC. Vsimnéme si, ze Uje;sM; je mnozina vrcholl, ktefi jsou sousedy aspon jednoho
vrcholu z J v Hy. Pokud je |J| > | Ujes M;|, pak lze nahradit J za U;c;M; v C a ziskat tak
vrcholové pokryti (C'\ J) U (UjesM;) mensi velikosti nez |C|, coz nelze z minimality C. Tedy
|J| < |Ujes M;|, a Hallova podminka plati a dostdvame pozadované parovani. O

Piiklad 4. Latinsky obdélnik ¥adu k x n, k < n je matice typu {1,...,n}**" kde se v kazdém
radku a sloupci kazdy prvek vyskytuje nejujse jednou. Latinsky ¢tverec tadu n je latinsky obdélnik
radu n X n.

Ukazte, Ze latinskych étverci vddu n je alespori Q((n!)?).

Resend. V Latinském obdélniku 2 x n je druhy fadek permutaci prvniho bez pevnych bodt. Podle
Satnarky je takovych permutaci zhruba n!/e a prvni fddek jde vybrat n! zptsoby. Podle pfedeslé
¢asti jde kazdy takovy obdélnik doplnit na ¢tverec, z ¢ehoz méame zbytek.

Je zndmé, ze pocet latinskych étverct fadu n je aspont [[_, (k!)"/* a nanejvys (n!)2n /| Eili
2Q(n2 logn) ) 0

Priklad 5. Najdéte nekonecny systém mnozin M = (M;: ¢ € I), ktery spliiuje Hallovu podminku
(tj. pro kazdé k € N obsahuje sjednocent libovolné k-tice mnozin z M asponi k prvki), ale nemd
systém ruzniych reprezentanti.

Reseni. Vezméme X = Na I = N. A uvazme mnoziny M; = {i—1} pro kazdé i € N\{1} a M; = N.
Potom Hallova podminka plati, protoze kazda k-tice mnozin z M aspon k prvka (nenulové prvky
pridaji do sjednoceni o jedna mensi prvky, jedni¢ka pfid4 veskerd piirozend ¢isla). Bohuzel ale
nenajdeme systém ruznych reprezentanti (parovani), protoze vSechny vrcholy mimo jednicky maji
stupen jedna a tedy jednicka nebude v parovani pouzita.

S axiomem vybéru se da dokazat, ze s koneénymi M; plati Hallova véta i pro nespocetné X a
1. O

Priklad 6 (*). Pro n x n matici A = (a;j) definujeme permanent matice A jako
per(4) = Z Hai,a(i)'
oeSy, i=1

(a) Bud G bipartitni graf s partitami U = {uy,...,un} a V ={v1,...,v,} a nech a;; =1, pokud
{u;,v;} € E(G) a a;; = 0 jinak. UkaZte, Ze pocet perfektnich pdrovini v G je per(A), kde
A = (a,-j).



(b) Nech A = (a;j) je nezdpornd n x n matice, ve které se vsechny tdadkové a sloupcové soucty

rovnaji jedné (tzv. dvojité stochastickd matice). Ukazte, Ze per(A) > 0.

Reseni. (a) Nech a17(1) * A2,7(2)s - - - * An,m(n) J€ Clen v sumé permanentu. Potom pocet 1-faktort,

které obsahuji hrany {u1, vr(1)}, {u2, Vr2) }s - - 5 {tns Vr(ny } je PIESNE a1 (1) A2,7(2)5 - - Unr(n)s
protoze mizeme vybrat hranu {uy, vy (1)}, {u2, vx(2)} atd. nezavisle. Protoze 7 je permutace, tak
se v zadném vrcholu nesejdou dvé vybrané hrany. Také je vidét, ze dvé perfektni parovani jsou
riznd pravé tehdy, kdyz se vybérové permutace lisi. Pokud s¢itdme pfes vSechny permutace,
tak uvazujeme vsechny moznosti.

Uvazme graf G = (V, E) na mnoziné vrchola V.= AU B = {u1,...,u,} U {v1,...,v,}, kde
{u;,v;} € E, pokud a;; > 0. Chceme ukazat, ze G mé vzdy 1-faktor. Sporem, nech ho
nemé. Potom podle Hallovy véty existuje X C A, pro kterou plat{ |X| > |N(X)|. Nech je
X = {uy,...,ux} anech B\ N(X) = {v1,...,u}. Potom k + 1 > n, protoze odecitame-li
od velikosti B, coz je n, |N(X)|, coz mensi ¢islo nez k, tak dostaneme [. Také a;; = 0 pro
1<i<kal<j<l protoze z X do B\ N(X) nevede hrana.

Méme > | a;; = 1, protoze A je dvojité stochastickd, takze Zé’:l >oi, aij = 1. Na druhou

stranu z
n n n
Qi = Z Zaijg Z Zaij:n—k,

n
=1 i=k+1 j=1 i=k+1 j=1

j=14
kde prvni rovnost je z toho, ze a;; =0 pro 1 <i < kal<j <! Nerovnost je pak trividlni a

druhd rovnost plati kvili dvojité stochasti¢nosti. To uz dava spor s k +1 > n.
O
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