Kombinatorika a grafy I — 4. cviceni*

24. ijna 2022
1 Vytvorujici funkce - parcialni zlomky

Tvrzeni (Rozklad na parcialni zlomky). Uvazujme podil polynomu q( ) kde bino (jinak to miZeme
snadno castecné vydélit) ¢ md vyssi stupen neZ p a md rozklad

q(x) = (x —a))™ ...(z — an)™ (22 + a1x + B1)™ ... (22 + apx + Bar)™™M.

Pak muzZeme zminény podz’l rozloZit na soucet tzv. parcidlnich zlomku, kde za kaZdy clen (x—a;)™

v rozkladu q budou cleny - Ay (Ié’a:’in a za kazdy clen (22 + azx + B;)™ budou cleny
%4— +% Koeficienty A, B, C se daji jednoznacné urcit pomoci resent systému
linedrnich rovnic, ktery vyplyvd z rozkladu.

P¥iklad 1. Urcete koeficient u 19 v (14’35)(%293)2’ (parcidlni zlomky)

Reseni. Nejdrive upravime na soucet parcidlnich zlomku

A B C A(l —22)2 + B(1 + 3z)(1 — 2z) + C(1 + 3x)
+ + = -
143z 1-2z (1-—2x)2 (14 32)(1 — 2x)2

Odsud méme 2+ = A(1—22)%+B(1+3z)(1—-2x)+C(1+3z), po expanzi dostaneme A+B+C = 2,
—4A+B+3C—-1a4A—6B =0, feSeni je A=3/5, B=2/5a C = 1. TakZe

2+ 1 1\’
= 2 .
1 —2—8x2+ 1223 (3/5)1+3 +(2/5 ) (12x>

Ze zakladnich operaci s mocninnymi fadami pak vidime, Ze a, = (3/5)(=3)" + (2/5)2" + (n +
1)2". O

2 Vytvorujici funkce - k zamysleni

Priklad 2. Nahlédnéte, Ze

=+ +2M) 1 +ah) (1 + 2%

Diikaz. Jednoznacné vyjadieni ve dvojkové soustaveé. 0

3 Vytvorujici funkce - zobecnéna binomicka véta

Vytvorujici funkci posloupnosti (ag, a1, as,...) je mocninnd fada . - a,z™. Napiiklad funkce
ﬁ je vytvorujici funkei posloupnosti (1,1,1,...).

Zobecnéna binomicka véta. Pro libovolné r € R a x € (—1,1) plati

(1+az) = <g)+<:>x+<g)z2+

kde (§) =1 a () = =25 pro k € N,
Jako dusledek Zobecnéné binomické véty vime, Ze pron € N a x € (—1,1) plati
1 o~ (n+i—1\
—_— = x*.
(1 —x)» —~\ n—-1

Piiklad 3. Rozmyslete si, Ze opravdu (7") = (—l)i(rﬁzl).

*Informace o cvic¢eni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/~fila/

—


http://kam.mff.cuni.cz/~fila/

Resend.

<_r> —r(=r —1)(=r—2)---(=r—(i—1))

1

il

_ (D42 4 (1) <r+§—1> _ <r+i—1>'

7! 7 r—1
O

Priklad 4. Urcete koeficient u prislusné mocniny x v ndsledujicich vyrazech. Vyjddrete jej ve tvaru
(Z) pro néjakd prirozend cisla p a q.

(a) u ' ve vgrazu (2% + 2% +2* +-- )3,
(b) u 228 ve vijrazu (v + 3 + 254 ---)8,

(c) u z® ve vyrazu m

3 4
Resend. (a) Ze zakladnich operaci s mocninnymi fadami je vidét, Ze vyraz se rovna x® (ﬁ) .
-4

Podle zobecnéné binomické véty je to rovno ® 77 ) (74)(—z)*. Koeficient u 2'% je tak roven
(}4), coz je koeficient u (—z)7 v sumé. ¢ili koeficient u 1'% je v naem vyrazu roven (—1)7 (74) =

(1) = (19). '

6
(b) Ze zékladnich operaci s mocninnymi fadami je vidét, Ze vyraz se rovnd (ﬁ) . Podle zo-

becnéné binomické véty je koeficient u z" v #)6 roven ("f”r’) Po posunu doprava o 3 je

(1—z 5
3 o . . 6
2" roven ("1?). Po substituci 22 je koeficient u z2("13) v —Z - roven
5 (1—x?)

,w)

koeficient u z" 13 v a

(n+5

M ) ¢ili koeficient u 28 je v nasem vyrazu roven (16) = (16)-

5 11

(c) Podle zobecnéné binomické véty je to rovno Y-, (}2)(—230)’“ . Koeficient u z° je tak roven

(%) (—2)°. Koeficient u 2° je tedy v nasem vjrazu roven (72)(73)(75:1)(75)(76) (—2)°=6-2°=

192.

O

Priklad 5. Uvazme ndhodnou prochdzku v Z zacinajici v pocdatku, kde se v kazdém kroku m =
1,2, ... rozhodneme ndhodné uniformneé nezdvisle, zda budeme pokracovat doleva ¢i doprava.

(a) Pron € N urcete pravdépodobnost us, jevu, Ze se po 2n krocich se vrdtime do pocdtku.
(b) Uréete vytvorujict funkci u(x) =Y 0~ o uznx™.

(¢) Necht pron € N je fa, pravdépodobnost jevu, Ze se po 2n krocich se vrdtime poprvé do pocdtku.
Dokazte, ze pron € N, fo =0 a ug =1 plati

Uan = foUon + fouon—2 + -+ fonuo.

(d) Za pouZiti vysledki z predesljch &dsti urcete vytvorujici funkci f(x) = Y .7 fanx™ a jeji
koeficienty fan (a tedy i pravdépodobnosti, Ze se poprvé vrdtime do pocdatku po 2n krocich).

(e) Ukazte, Ze suma f(1) = " fon konverguje a za pouZiti tohoto faktu ukazte, Ze pravdépodob-
nost ndvratu do pocdtku se rovnd jedné.

Resend. (a) Dand pravdépodobnost je (*7*)/22™, protoze mame 2m kroki a v kazdém dvé moz-
nosti, ¢imz je celkovy poéet prochazek délky 2m roven 22™, a v kazdé prochézce, kterd se vrati
do pocatku, je pocet kroku doleva rovny poc¢tu kroka doprava a vybirame jich tak pravé m z
2m moznych.

(b) Z vyjadieni us,, z prvni éasti mame u(z) = Yoo (*")272"2". Podle zobecnéné binomické vty

je e = Xt (47 (-0 = 05 ()27, protoze

n n! n! n

Takze u(x) = 11—1'

(—1/2>(_1)n _ (-1/2)(-1/2=1)---(-1/2—=n+1) (—1)" = 2_nl-3-~(2n— 1) _ 9-2n <2n

)



(c) Pocet prochazek, které maji 2n krokii a které se vrati do pocatku, je 22" usy,. Tyto prochizky
muzeme rozdélit do n skupin, podle toho, kdy se poprvé vratily do pocatku. Pro k € N, je
pocet prochéazek, které se poprvé vratily do pocatku v kroce 2k, roven

2k 2n—2k 2
for2 uon ok 2°" T = 27" forugn ok,

protoze se sklddaji ze dvou tseku (prochézky délky 2k, kterd se poprvé vrati do pocatku na
svém konci, a prochazky délky 2n — 2k, kterd je bez omezeni, ale musi se na konci vratit do
pocatku). Sectenim pres k = 1,...,n a pouzitim fy = 0 dostaneme

Uon = foUon + fouon—2 + -+ fopuo.

(d) Podle rekurence z druhé ¢asti mame podle zdkladni operace nésobeni u(z) = 1 + u(z) f(z),

tedy f(x) = (u(z) — 1)/u(z). Podle tfeti ¢asti u(z) = m atedy f(z) = 1— (1 — )2
Na urceni koeficientu lze pouzit Zobecnénou binomickou vétu, ale snazsi je si Véimnout, 7e

fl(x) =u(x)/2 a tedy f(z) lze z u(x) ziskat integrdlem. Dostaneme, Ze
2n—2 n
( n—1 ) (2n )

f2n = u2n—2/(2n) = (277,)22“72 = (2n — 1)2271.

(e) Z odhadii z piednasky vime, ze (") < 22"/v/2n a tedy

2n e’}
Zan:ZZQn( . Z 2TL—1).

n=

To je shora omezené (lze pouzit odhad integralem floo #dx = [\*7%} = /2) a tedy suma
xrxr x 1

konverguje. Tedy f(1), coz je pravdépodobnost ndvratu do pocatku, je korektné definovand
hodnota a protoZe jiz vime, ze f(z) =1 — /1 — x, tak dostdvame f(1) = 1, coz jsme chtéli.

Poznamka: cely postup plati i pro ndhodné prochézky ve vicedimenzionalni mrizce, jen pravdé-
podobnosti us, jsou jiné, napiiklad (27?)2 /24" pro 7 x 7, coz pak vede na fuknci u(x), kterd je hy-
pergeometrickd (vznikne z jednodimenziondlni u(z) operaci tzv. Hadamardova sou¢inu). Nicméné
odhadem u(1) se d4 ukédzat, ze ve dvou dimenzich je pravdépodobnost stéle jedna a ve vice dimen-

zich uz je ostfe mensi (nazyvéa se Pdlyova véta). O

Priklad 6 (*). Dokdzete nalézt dvé nestandardni Sestisténné hraci kostky B a C' takové, Ze pro kazZdé
n € N je pravdépodobnost, ze na B a C' padne dohromady presné n, stejnd jako pravdépodobnost,
ze n padne na dvou standardnich sestistenngch hracich kostkdch?

(Hint: (x+ -+ 2% =z(@+ 1) (2 + 2+ 1)(z? -2+ 1).)

Resend. Kostka odpovidé tazeni ndhodnych éisel z jisté mnoziny, napifklad u standardni kostky je
tato mnozina {1,2,3,4,5,6}. Oznacme jako A standardni kostku a necht a,, je pocet zpisobu, jak
na nf mizeme hodit ¢slo n. Tedy pro A mame vytvorujici funkei a(z) = 3,7 a,z™. Analogicky
pro kostky B a C' méme vytvorujici funkce b(z) = Y07 bpa™ a c(z) = Y07 cpa™.

Pro standardni kostku je tedy a(z) vytvorujici funkei pro posloupnost (0,1,1,1,1,1,1,0,0,...),
neboli a(x) = x + - -- + 28. Pokud d,, oznacuje pocet zptisobt kolika mtize dohromady na kostkach
B a C padnout ¢islo n, pak d(z) = Y07 d,z™ = b(z)c(z), protoze d, je pocet zpisobi, kolika
Ize hodit k na B krat pocet zpusobi, kolika lze hodit n — k na C, secteno pres vSechna k. Neboli
dn = > peobiCn—k, coz je presné definice koeficienttt soucinu b(z)c(z). Stejné tak pocet zpisobi,
kolika jde hodit n na dvou standardnich kostkach je koeficient u n-tého ¢lenu a(x)a(x).

Takze nas 1kol je najit posloupnosti {b,}22 , a {c,}52, takové, Ze plati

b(z)c(z) = a(z)a(z) = (z + -+ 25)2.

Jinak feceno, chceme najit polynomy b(z) a c(z) s kladnymi celoé¢iselnymi koeficienty takové, ze
b(0) = ¢(0) = 0 (bez nulovych stén), b(1) = ¢(1) = 6 (maji Sest stén), b(z)c(x) = (z + - - + 2°)?
b(z),c(x) #x+ -+ ab.

Polynom (z + - - - + 2%)? se d4 piepsat na ireducibiln{ rozklad

22z + 1% + o+ 1) (2 —z +1)2

Ty se pokusime nyni rozdélit na soucin dvou polynomti odpovidajicim nestandardnim Sestisténnym
kostkdm. Je-liz = 1, tak v +1 =2, 22 + o+ 1 = 3, 22 — x + 1 = 1. TakZe kazd4 z kostek B a



C musi mit po jedné kopii z + 1 a 22 + x + 1, aby vyslo Sest stén. Stejné tak, abychom se zbavili
konstantnich ¢lenti, musi mit kazdy po jedné kopii z. Takze nam vyjde jedind moznost, jak zvolit
kostky nestandardné:

ba)=x(x+ 1)@ +oz+ )@@ —a+1)* =2 +2°+2° +2' +2° + o

clx) =x(z + 1)(x2+x+1) =zt +22° + 22° + .

Takze mame kostky se sténami {1,3,4,5,6,8} a {1,2,2,3,3,4}.

Pokud bychom povolili stény s nulovou hodnotou, tak se postup témér nezméni. Jen mizeme
vypustit podminku na dosazeni nuly v polynomech b(z) a ¢(x) a dostaneme navic tfeba kostky
{0,1,1,2,2,3} a {2,4,5,6,7,9} nebo trividlné {0,1,2,3,4,5} a {2,3,4,5,6,7}. Podobné triviadlné
muzeme dostat nekoneéné mnoho nestandardnich kostek, pokud povolime zaporné stény. O

Necht a(z) = Y07 jana™, b(z) =37 jbpa™, a € Ra ke N.

Zakladni operace s mocninnymi rfadami:
a(x) + b(x) (ao + bo, a1 +b1,a2 + ba, . ..)
aa(x) (aag, aay, aag, . . .)
a(ax) (ag, aay, a?ag, ..., ata;,. . .)
rFa(r) (0,...,0,a9,a1,az,...) (k nul na zac¢atku)
a(x®) (a0,0,...,0,a1,0,...) (stiidave k — 1 nul)
ofe)manmcaat )
a () (a1,2a2,3as, ..., ia;,...)
Jy at)dt (0,a0, 5 Gy 7555+ )
a(z)b(z) (co,c1,¢2,...), kde ¢ = D) arbn—k
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