Kombinatorika a grafy I — 9. cviceni*

6. prosince 2022
1 Pocty koster

Kostra v grafu G = (V, E) je stromem T = (V,E’) s E' C E. Neboli T je souvislym podgrafem
grafu G na stejné mnoziné vrchola a T navic neobsahuje cyklus. Graf ma kostru praveé tehdy, kdyz
je souvisly. Pro graf G ozna¢me jako k(G) pocet koster grafu G.

Cayleyho vzorec. Pro kazdé celé cislo n > 2 je pocet koster ipiného grafu K, na n vrcholech
roven n™~2. Neboli k(K,) = n""2

Laplacidn grafu G = ({1,...,n}, E) je n x n matice L(G) = (Li ;)i ;—1, kde

deg (i), pokud i = j,
Li;=14-1, pokud {i,j} € E,
0, jinak.

Véta. Pro kazdy graf G = ({1,...,n},E) plati K(G) = det(L(G)'Y), kde L(G)*! znaci matici
L(G) bez pruniho tadku a bez pruniho sloupce.

Z prednasky také vime, ze podet koster tiplného grafu K,, bez jedné hrany je roven (n — 2)n"~3

a pocet koster tiplného grafu K,, obsahujicich pevné zvolenou hranu je 2n" 3.
Priklad 1. Spoctéte pocet koster v ndsledujicich grafech:

(a) K, + e, tedy grafu K,, s jednou podrozdélenou hranou e,

(b) K, +~ E, tedy grafu K,, se vSemi hranami podrozdélengmi,

(¢) Cp @ Cy, tedy dvou cykli slepengjch spolecnou hranou e,

(d) Ch, ®e K.

Reseni. (a) Podle piednasky je pocet koster K,, neobsahujici e roven (n — 2)n"~2 a pocet koster
obsahujicich e je 2n" 3. Kazdou kostru neobsahujici e jde zapoéitat dvéma zpfisoby podle
toho, kterou hranu z podrozdéleni e obsahuji. Kazda kostra obsahujici e musi obsahovat obé
podrozdélené hrany, jinak kostra neni souvisla. Tedy x(K, +e) = 2(n — 2)n" 3 4 2p"3 =
2(n — 1)n"=3.

(b) Podle Cayleyho vzorce je pocet koster v K,, roven n"~2. Kazd4 hrana kostry musi obsahovat
obé podrozdélené hrany, jinak by kostra celého grafu nebyla souvisla. Za kazdou hranu neob-
sazenou kostie je potfeba napojit novy vrchol z dané hrany na zbytek kostry. Tedy urcit jeden

z koncu prislusné ptuvodné nepodrozdélené hrany. Tedy (K, +~ E) = nn=29(3)—n+1,

(c) Chceme z kazdého cyklu kostru, kterd obsahuje hranu e a téch je m — 1 a n — 1, protozZe v
kazdé kostie cyklu se jen musi vybrat jedna vynechanad hrana. Za kazdou takovou kostru v
Cin 1ze vzit kazdou takovou kostru v C,, ¢ili jejich poCty mezi sebou vynasobime, ¢imz mame
(m—1)(n—1). Nelze mit kostry, které by se obé vyhybaly e, protoZe pak bychom méli Cy,4p—2
a nelze ani vzit jednu kostru, kterd by se e vyhybala a druhé ne, protoze pak bychom méli cely
cyklus C, ¢i C,. Lze ale vzit jednu kostru, kterd se hrané e vyhybd a vzit druhy cyklus bez e
a bez jedné dalsi hrany. Tuto dalsi hranu jde vybrat n —1+m — 1 = n+ m — 2 zpusoby. Tedy
K(Cm @e Cr) = (m —1)(n — 1) + m +n — 2. Napiiklad x(C5 @, C5) = 8.

(d) Kazda kostra v K,, jde rozsifit na kostru celého grafu vynechdnim jedné hrany z C,, — e,
tedy (m — 1)n"~2 zptisoby podle Cayleyho formule. Jinak kostra celého grafu ma v K,, dvé
komponenty, které jsou spojené cestou C,, — e. Pocet takovych koster je roven poctu koster
v K,,, které obsahuji hranu e a téch je podle piednasky 2n"=3. Tedy x(Cp, ®e K,) = (m —
1)n"=2 4 2n"~3. Naptiklad x(Cs @, K3) =3-33724+2.3373 =38.

O

*Informace o cviceni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/~fila/


http://kam.mff.cuni.cz/~fila/

Priklad 2. Spoctete pocet koster dpiného grafu K, za pouZiti véty o determinantu Laplacidnu.

Reseni. Pouzijeme tvrzeni, které ¥ikd, ze determinant Laplacianu grafu G bez prvniho fadku a
prvniho sloupce je roven poctu koster v grafu G. Laplacidnem tuplného grafu na n vrcholech je
nasledujici n x n matice:

n-1 -1 - -1 -1
-1 n-1 - -1 -1
-1 -1 - -1 n-1

Nyni odebereme prvni fadek a prvni sloupce, odec¢teme prvni fadek od vSech kromé prvniho a poté
pricteme vSechny sloupce kromé prvniho k prvnimu sloupci, tak dostaneme n — 1 x n — 1 matici

n-1 -1 -1 --- -1 -1 1 -1 -1 --- -1 -1
-n n o --- 0 0 0 n o --- 0 0
-n 0 nooe- 0 0O 10 0 nooe- 0 0
-n 0 o --- 0 n 0 0 o --- 0 n

Determinant této matice je n” 2, protoze se jedni o horni trojihelnikovou matici s prvky na
diagonéle 1,n,...,n.
O

Priklad 3. Spoctéte pocet koster iplného bipartitniho grafu K, ., za pouZiti véty o determinantu
Laplacidnu.

Reseni. PouZijeme tvrzeni, které iikd, ze determinant Laplacianu grafu G bez prvniho fadku a
prvniho sloupce je roven poctu koster v grafu G. Laplacidnem tuplného grafu na n vrcholech je
nasledujici m +n X m + n matice:

n 0O -~ 0 -1 -1 ... -1

0 0 -+ n -1 -1 - -1

-1 -1 -+ -1 m 0 --- 0

-1 -1 -+ =1 0 0 --- m
Odebereme-li prvni fadek, pak bloky s diagonalou maji velikosti (m — 1) x (m —1) a n x n. Poté k
poslednimu fadku pricteme ostatni fadky, ¢imz se posledni fadek zméni na 0,...,0,1,...,1. Pak
posledni fadek pricteme k fadktm 1,...,m — 1, ¢imZ dostaneme dolni trojihelnikovou matici s
diagonélou n, ...,n,m,...,m,1. Tedy (K ) =m" tnm1 O

Priklad 4. Spoctéte pocet koster grafu, ktery vznikne slepenim uplngch grafi K, o K,, pres
spolecnou hranu.

n—2

Reseni. Podle Cayleyho formule (a i podle piedeslého pifkladu) je pocet koster K,, roven n
Pocet périi (e, T), kde T je kostra v K,, a e € E(T) je jeji hrana, je (n —1)n"~2. Kazd4 hrana je ze
symetrie ve stejném poctu koster a tedy pocet paru (e, T') je také (g) -z, kde z je pocet koster K,,
s pevné zvolenou hranou. Po vyfeSeni rovnice (n —1)n"~2 = (}) -z je tedy = (n—1)n""2/(}) =
2nn=3,

Bud G graf vznikly slepenim klik K, a K,, pfes spole¢nou hranu e. Kazd4 kostra T' v G bud
obsahuje hranu e nebo ne. Pokud ji obsahuje, pak je T sjednocenim kostry v K,, a kostry v K,,,
kde obé kostry obsahuji hranu e, protoze v kazdé klice T' indukuje kostru. Navic kazdé sjednoceni
kostry v klice v K, obsahujici hranu e s kostrou v klice v K, obsahujici hranu e dava kostru v G,
protoze obé kostry sdili jednoznac¢né urcenou cestu mezi vrcholy v a v a tedy jejich sjednocenim
je strom na vSech vrcholech G. Takovych moznosti je 4n™~3m™=3,

Necht T hranu e neobsahuje. Pak vrcholy pravé jedné z klik indukuji v T les se dvéma stromy,
kazdy obsahujici jeden z vrcholi hrany e. Aspon jedna z klik musi v 7" indukovat strom, protoze
jinak T nenf souvisly (zddné klika nemuze v T indukovat komponentu souvislosti bez vrcholt hrany
e a obé kliky nemohou obsahovat tyto vrcholy v ruznych komponentéich). Obé kliky nemohou v T
indukovat strom, protoze jinak mame v T' dvé disjunktni cesty mezi témito vrcholy a tedy cyklus
v T. V Kklice, kde kostra neindukuje souvisly graf je pocet takovych moznosti roven poctu koster s



vybranou hranou e. V klice, kde kostra indukuje souvisly graf je poc¢et moznosti roven poc¢tu koster
bez hrany e.

Potom podet koster v nasem grafu je roven 4n™ 3m™=3 4+ 2n"=3(m — 2)m™ =3 + 2m™3(n —
2)n"~3. Napiiklad v pifpadé n = 3 = m dostdvame 4 +2 +2 = 8 a pro m = 3,n = 4 zase
16 + 16 + 8 = 40, coz odpovida. O
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