Kombinatorika a grafy I — 3. cviceni*

18. ffjna 2022

1 Vytvorujici funkce — Gvod

Ptiklad 1. (a) Méjme polynomy p(x) =1+ x4+ 22+ 23+ 2 +2° a qlx) = 1 + 22 +2* +25. Jaky
je koeficient u ¢lenu x7 v jejich soucinu p(x)q(x)? !

(b) Vracime se z ndkupu s péti jednokilovgmi polozkami a tremi dvoukilovgmi. Mdme s sebou tasku,
kterd unese mazimdalné sedm kilogrami. Kolika zpusoby muzeme mazimdlné naplnit tasku?

Reseni. (a) Neni tfeba pocitat cely soucin, staci se divat jen na nékteré cleny. Sedmicka v ex-
ponentu vznikne jako soucet dvou exponenti, jeden je u ¢lenu polynomu p, druhy u ¢lenu
polynomu ¢. Tedy moznosti jsou 7 =1+ 6 = 3 + 4 = 5 + 2. Koeficienty u ¢lenti se vynasobi a
pak seCtou, protoze jsou vsSechny jednickové, tak je soucet 3, coz je i vysledny koeficient. Pro
zajimavost, sou¢in vyjde p(z)q(z) = 21t +2104-22° + 2084327+ 325 +-325 + 324 + 223+ 222 + 2+ 1.

(b) Chceme vlastné zndt pocet feSen{ rovnice x +y = 7, kde z € {0,1,2,3,4,5} a y € {0,2,4,6}.
Pokud sestavime polynomy p(x) a ¢(z) jako v predeslé ¢asti, tak pocet Feseni je vlastné koefi-
cient u z7, coZ je tii. To taky odpovidé ndkuptim, ke kterym bychom dosli rozborem piipadi:
(2,2.2,1), (2,2,1,1,1) a (2,1,1,1,1,1).

D4 se najit i rychleji rozborem pripadu, ale tahle metoda je uzite¢néjsi, jak uvidime. Budeme

nomu i tlohy na velkych vstupech.
O

Priklad 2. V cukrdrné proddvaji 3 druhy zdkuski—uvétrniky, kremrole a dortiky. Kolika zpisoby
jde nakoupit 7 zdkuski tak, abychom od kazdého druhu koupili aspori dva kousky a zdrover koupili
nanejvys tri kremrole? Sestrojte prislusnou vytvorujici funkci.

Reseni. Chceme tedy znat pocdet Teseni rovnice x +y + 2z = 7, kde x € {2,3,4,...,7}, y €
{2,3,4,...,7} a z € {2,3}. Postupujeme podobnou myslenkou jako v prvnim piikladé a nejdiiv si
sestrojime vhodné polynomy, které pak vynasobime a podivame se na vhodny koeficient. Danymi
polynomy jsou p(x) = 22 +a® + 2t + -+ + 2'2 = q(x) a r(x) = 22 + 23. Po vyndsobeni dostaneme
p(z)q(x)r(x) = 227 + 3220 4+ 5225 + 7224 + 9273 + 11222 + 13221 + 15220 + 17219 + 19218 + 21217 +
21210 + 1921 + 1721 + 1521 + 13212 + 112 + 9210 + 72° + 528 + 327 + 2 a zajim4 nas ¢len u
x7, coz je 3. O

Binomicka véta. Pro libovolné n € N plati

ey =)+ (F)os (1)

2 Vytvorujici funkce — pocitani s mocninnymi radami

Mocninnd rada je fada tvaru Y ;- a;z", kde a; € R a  je redlnd proménnd. Jako (obycejnou) vy-
tvorugici funkci posloupnosti (ag, ay, as, . ..) oznacime mocninnou fadu a(r) = ag+a1x+azx?+---.
Napriklad funkce ﬁ je podle vzorce pro soucet geometrické rfady vytvorujici funkci posloupnosti
(1,1,1,...) a podle binomické véty je (1 + x)™ vytvorujici funkci posloupnosti ((3), (T), (Z), ce)e
Prechod mezi posloupnostmi a funkcemi je pro tuto techniku klicovy.

Tvrzeni. Bud (ag,a1,...) posloupnost redlngch cisel. Necht existuje K takové, Ze |a,| < K™ pro

vsechna n. Potom pro kazdé x € (%, %) rada Z;}io a;z' konverguje a hodnota jejiho souctu definuje

funkci a(x) proménné x na wvedeném intervalu. Hodnotami a(x) na libovolné malém okoli 0 jsou

vsechny éleny ag,ay, . .. jednoznacné uréeny, a(x) md v 0 derivace véech 1ddi a plati
a™(0)
ap = .
n!

*Informace o cvic¢eni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/~fila/


http://kam.mff.cuni.cz/$\sim $fila/

Priklad 3. Méjme posloupnost ag,aq, ... s vytvorujict funkei a(x). Jakou vytvorujici funkci bude
mit posloupnost prefixovych soucti ag,ag + ay, a9 + ay + ag, ... ?

Resend. Miizeme si predstavit jako danou podposloupnost ag, ay, ... plus tuto posloupnost o jedna
posunuté plus tuto posloupnost o dva posunuté atd. Celkové tedy a(z) + za(z) + z2a(z) + - =

1
1

= a(z).
Alternativné to miZzeme vnimat jako posloupnosti podle danych koeficienti. Tedy ze s¢itame

posloupnost (ag, ag, ag, - ..) plus (0,a1,a1,...), .... O

Priklad 4. Najdéte vytvorujici funkce pro ndsledujici posloupnosti (pokuste se je vyjadrit v uza-
vreném tvarw):

(a) (0,0,0,0,—6,6,—6,6,—6,...), /

(b)

1,1,2,2,4,4,8,8,...), !

(c) (12,22,32,..)), !

(
(
(
(

(d) (0,2,6,12,20,...), tedy n-ty élen je souctem pronich n sudych prirozengch disel véetné nuly.

Resend. (a) Funkece 1/(1—x) generuje (1, 1, 1,...). Potom funkce 1/(14x) generuje (1,-1,1,—1,1,...)

(b)

a posunutim (= vynasobenim funkce x%) a vyndsobenim —6 dostaneme —6x%/(1+x) generujici
zadanou posloupnost.

Substituci 2z jako proménnou mame vytvorujici funkei 1/(1—2x) pro posloupnost (1,2,4,8,...).

Takze dosadime-li 222 jako proménnou, tak mame vytvoiujici funkei 1/(1—2x2) pro (1,0, 2,0,4,0,8,0,...).

Pak uZ jen stacf piicist tutéz posloupnost posunutou o jedna doprava (funkce z/(1 — 222)) a
dostaneme vytvotujici funkei (1 + z)/(1 — 22?) pro zadanou posloupnost.

Zderivujeme-li vytvorujici funkei 1/(1 — x) pro (1,1,1,...), tak dostaneme funkci 1/(1 — x)?
pro (1,2,3,4,...). Druh4 derivace 2/(1 —z)® ndm d4 vytvotujici funkci pro (2-1,3-2,4-3,...),
tedy k-ty ¢len posloupnosti je tvaru (k+1)(k+2) = (k+1)?+k+1. My chceme tvar (k+ 1)2
tedy musime odecist funkci pro prvn{ derivaci. Dostaneme tak 2/(1 — z)3 — 1/(1 — )2
Nejdrive pouzijeme Y= k nagenerovani (1,2,3,4,5,6,7,...). Kdyz ji vyndsobime ¢lenem
1

(1
2z, tak dostaneme a(x) = 1_I)2 generujici (0,2,4,6,...). Vyndsobime-li ji funkei b(x) =

Tz
kterd generuje (1,1,1,1,...), tak dostaneme soucty. Takze hledana generujici funkce je
2x
D4 se nahlédnout, Ze staci posunout vpravo druhou derivaci b(x).
O

Priklad 5. Urcete koeficient

(a) vt v Mﬁ, (parcidlni zlomky)

(b) u 2% o sin(x).

Resent. (a) Nejdfive upravime na soucet parcidlnich zlomku

A N B N C _A(l—2:6)2+B(1+3x)(1—2a:)+0(1+3x)
143z 1-2¢ (1-2x)2 (14 32)(1 — 2z)2

Odsud mame 2 + 2 = A(1 — 22)% + B(1 + 3z)(1 — 2z) + C(1 + 3z), po expanzi dostaneme
A+B+C=2—-4A4+B+3C—-1a4A—6B =0, feSeni je A=3/5, B=2/5a C = 1. Takze

1+3 @A) (112x)2'

Ze zdkladnich operaci s mocninnymi fadami pak vidime, ze a,, = (3/5)(—3)" + (2/5)2" + (n+
1)2".

24 x
1—2— 822 4 1223

= (3/5)



(b) Necht sin(z) = Y ;o a;z’. Je-li @ = 0, pak 0 = ag. Po zderivovani obou stran mame cos(z) =

a1 + 2a2x + 3asx® + - - -, po dosazeni z = 0 dostaneme 1 = a;. Po druhém zderivovani mame

—sin(z) =2-1-a2+3-2-a3+4---3-a4+--- a opét po dosazeni x = 0 méme 0 = 2as.

Pokud bychom takto pokracovali, tak dostaneme —1 = 3lag, 0 = 4lay, 1 = 5las, 0 = 6lag, —1 =

Tlaz7,0 = 8lag,.... Neboli Taylortuv rozvoj funkce sinus. Protoze 2018 = 2(mod4), tak méme
a201s = 55157 = 0.

O

Priklad 6. Zjistéte, cemu se rovnd ay, které je zadané rekurentni rovnici ag = 1, a1 = 9 a

ap+t2 = 6an+1 — 9a, pron > 0. !

Reseni. Pokud rovnici vynasobime ¢lenem x™ a vSechny vzniklé rovnice seCteme pres mozna n, tak
. . oo n . .
dostaneme pro funkci a(x) = Y~ apx™ rovnici

—-1-9 -1
a(z) ! T 6a(x) ~ 9a(a).
x x
to se dé prepsat a upravit na
1+ 3z 1 3x
a(z) = +

T 1-6z+922 (1—-37)2  (1—32)2

7 ﬁ ~ (1,1,1,...) se dostaneme dosazenim na ﬁ ~(1,3,9,27,...), pak derivaci na ﬁ ~
(1-3,2-9,3-27,...) a vydélenim tfemi na m ~(1-1,2-3,3-9,...), ¢ili z prvniho ¢lenu mame
koeficient (n + 1) - 3™ u 2™. Funkce (1_‘3#)2 se dostane z ﬁ ~(1-3,2-9,3-27,...) posunem

vlevo o jedna, coz vede na koeficient n - 3™ u z™. Souctem pak méame a, = (2n + 1)3™. O

Priklad 7. Zjistete, cemu se rovnd ay, které je zadané rekurentni rovnici ag = 1, a1 = 2 a
Gn+t2 = DAp41 — 6ay, pron > 0.

Reseni. Pokud rovnici vynésobime ¢lenem x™ a vSechny vzniklé rovnice se¢teme pres mozna n, tak
. _ oo n . .
dostaneme pro funkci a(z) = >~ ana™ rovnici

a(zx) —1—2x
2

a(z) —1

=95

. — 6a(z).

1=3z %235 Ze zakladnich operaci vime, ze a,, = 2". [

to se d4 prepsat a upravit na a(z) = ToFot6aZ = I

Zakladni operace s mocninnymi rfadami:
a(x) + b(x) (ao + bo, a1 + b1, a2 + ba, . ..)
aa(x) (aag, aay, aag, . . .)
a(ax) (ag, aay, a?ag, ..., ata;,. . .)
rFa(r) (0,...,0,a9,a1,az,...) (k nul na zac¢atku)
a(x®) (ao0,0,...,0,a1,0,...) (stiidavé k — 1 nul)
ofe)man—caat )
a () (a1,2a2,3as, ..., ia;,...)
foza(t)dt (0,a0, 5 Gy 7555+ )
a(z)b(z) (co,c1,¢2,...), kde ¢ = D)o arbn—k
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