Kombinatorika a grafy I — 4. cviceni*

25. ¥jna 2022

1 Vytvorujici funkce - parcialni zlomky

Tvrzeni (Rozklad na parcidlni zlomky). Uvazujme podil polynomu , kde bino (jinak to miZeme
snadno castecné vydélit) ¢ md vyssi stuperi neZ p a md rozklad

qx) = (x —a))™...(x — an)™ (2® + a1x + B1)™ ... (2% + apyx + Bar)™M.

Pak mizZeme zminény podz’l rozlozit na soucet tzv. parcidlnich zlomku, kde za kazdy clen (x—a;)™
v rozkladu q budou cleny — Aiy - +...+ (IA’Q")W a za kaZdy clen (x® + a;x + B;)™ budou cleny

12+C5 1 B; 7717-L+C7, my, .s . Vv v s v 3 2
m—!— +W Koeficienty A, B, C se daji jednoznacné urcit pomoci resent systému

linedrnich rovnic, ktery vyplyvd z rozkladu.

Piiklad 1. Urcete koeficient u 2° 72 (parcidlni zlomky)

24z
v (1+31)—é_1—2m
2 Vytvorujici funkce - k zamysleni

Priklad 2. Nahlédnéte, Ze

ﬁ =(1+2)1+22)1+2M)(1 +28)---.

3 Vytvorujici funkce - zobecnéna binomicka véta

Vytvorujici funkci posloupnosti (ag, a1, as,...) je mocninnd rada Zflozo anx™. Naptiklad funkce
ﬁ je vytvorujici funkei posloupnosti (1,1,1,...).

Zobecnéna binomicka véta. Pro libovolné r € R a x € (—1,1) plati

(1+z) = <g)+<:>x+<;)x2+~“,

kde (§) =1 a (§) = "=kt e N
Jako dusledek Zobecnéné binomické véty vime, Zze pron € N a x € (—1,1) plati
1 —x) . n—1 '

Priiklad 3. Rozmyslete si, Ze opravdu (_ZT) = (—1)1(Tji;1)

Priklad 4. Urcete koeficient u prislusné mocniny x v ndsledujicich vijrazech. Vyjddrete jej ve tvaru
(Z) pro néjakd prirozend cisla p a q.

(a) u ' ve vyrazu (x® + 2% +2* +-- )4,
(b) vz ve vijrazu (x + 3+ 2% +---)5,
(c) u z® ve vijrazu m

Priklad 5. Uvazme ndhodnou prochdzku v Z zacinajici v pocdatku, kde se v kazdém kroku n =
1,2, ... rozhodneme ndhodné uniformne nezdvisle, zda budeme pokracovat doleva ¢i doprava.

(a) Pron € N urcete pravdépodobnost ua, jevu, Ze se po 2n krocich se vrdtime do pocdtku.

(b) Urcete vytvorugici funkci u(z) =Y o0 uana™.

*Informace o cviceni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/~fila/


http://kam.mff.cuni.cz/~fila/

(¢) Necht pron € N je fa, pravdépodobnost jevu, Ze se po 2n krocich se vrdtime poprvé do pocdtku.
Dokazte, ze pron € N, fo =0 a ug =1 plati

uzp = foUzn + fouon—2 + - + fanuo.
(d) Za pouZiti vysledki z predeslych édsti urcete vytvorujici funkci f(x) = Yoo fona™ a jeji
koeficienty fan, (a tedy i pravdépodobnosti, Ze se poprvé vrdtime do pocatku po 2n krocich).

(e) Ukazte, Ze suma f(1) =Y " fon konverguje a za pouZiti tohoto faktu ukaZte, Ze pravdépodob-
nost ndvratu do pocdtku se rovnd jedné.

Priklad 6 (*). DokdZete nalézt dvé nestandardni sestisténné hraci kostky B a C takové, Ze pro kazdé
n € N je pravdépodobnost, Ze na B a C padne dohromady presné n, stejnd jako pravdépodobnost,
ze n padne na dvou standardnich sestisténngjch hracich kostkdach?

(Hint: (x4 -+ 2% =2(z+ 1)(@? + 2+ 1)(2®> =2 +1).)

Necht a(z) = Y07 jana™, b(z) =37 jbpa™, a € Rak eN.

Zakladni operace s mocninnymi radami:
a(x) + b(x) (ao + bo, a1 +b1,a2 + ba, . ..)
aa(x) (aag, aay, aas, . . .)
a(ax) (ag, aay, a?as, ..., ata;,...)
rFa(r) (0,...,0,a9,a1,az,...) (k nul na zac¢atku)
a(x®) (ao,0,...,0,a1,0,...) (stiidavé k — 1 nul)
a(x)_ao_';k_a’“*ﬂkil (ak, kg1, A2,y - - -)
a(x) (a1,2a9,3as,...,ia;,...)
foza(t)dt (0,a0, 5 Gy 755, )
a(z)b(z) (co,c1,¢2,...), kde ¢ = D)o arbn—k
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