Kombinatorika a grafy I — 10. cvic¢eni*

13. prosince 2022

1 Pocitani dvéma zptisoby

Pocitini dvéma zpusoby je metoda dikazu v kombinatorice, kde odhadujeme neznamou x pomoci
odhadt jiné neznamé z, které umime urcit dvéma zpusoby: jeden za pouziti x a druhy pfimym
vypoctem. Zkombinovanim obou odhadu pro z poté dostavame odhad pro hledané x.

Cauchyho—Schwarzova nerovnost. Pro kazdé x,y € R" plati

(@, o) < =]l - lyll-

Priklad 1. Na détském tabore je 15 deéti, kaZdy den maji tri deti sluzbu v kuchyni, a plati, Ze kazdd
dvojice déti ma praveé jednou spolecnou sluzbu. Kolik dni trvd tdbor?

Reseni. Chceme urcit pocet dni z, které trva tabor. Dvéma zplisoby spocitame

{1,...,15}

zz{(D,P):DE{l,...mc},PG( 9

>, v den D maji sluzbu déti z paru P}|.

Podle prvniho zpisobu je z = 3z, protoze kazdy z x dnd maji sluzbu t¥i déti a ty tvori tfi pary.
Podle druhého zptisobu je z = (125), protoze kazdy par z 15 déti ma sluzbu pravé jednou za celou
dobu trvani tabora. Zkombinujeme-li zptisoby, pak dostaneme 3z = z = (V) a tedy celkova doba
trvani tabora je x = 35 dni. O

Priklad 2. Pri zdpoctové pisemce kazZdy student vyresil aspon tretinu vsech wdloh a navic vétsina
studentu vyresila aspon dvé tretiny uloh. Ukazte, Ze v pisemce existuje uloha, kterou vyresila vétsina
studentii.

Resend. Necht S mnozina studentti a U je mnozina tiloh. Sporem predpoklidejme, Ze kazdou tilohu
nevytesila vétsina studentti. Dvéma zplisoby spocitame

z={(u,s): u € Us €S, student s vyresil ilohu u}|.

Podle prvniho zptsobu je z < |U||S]/2, protoze kazda tloha u € U byla vyfesena méné nez |S|/2
studenty. Podle druhého zptisobu je ale z > % . @ + |2ﬂ : % = |U||S]/2, protoze vétsina studenti,
a tedy aspon polovina z nich, vyfesila aspon dveé tretiny tloh a zbytek studenti vyresil aspon tretinu

uloh. Zkombinujeme-li zptuisoby, pak dostaneme |U||S|/2 > z > |U||S|/2, coz je spor. O

v

Priklad 3. Pole m7izky 21 x 21 jsou obarvena tak, Ze v kazdém rddku i sloupci se vyskytuje nejuijse
5 ruznych barev. Ukazte, Ze se nékterd z barev vyskytuje ve trech vddcich a zdrovern i ve trech
sloupcich.

Reseni. Necht B mnozina barev. Sporem predpokladejme, ze kazda barva je bud v nanejvys dvou
sloupcich nebo nanejvys dvou radcich. Dvéma zpusoby spocitame

z={(b,p): b€ B,p € [21]?, policko p mé barvu b}|.

Podle prvniho zptisobu je z = 212 = 441, protoze kazdé policko je obarvené pravé jednou barvou.
Podle druhého zptisobu je ale z < 2-2-5-21 = 420, protoze barvy, které jsou v nanejvys dvou
radcich, prispéji nanejvys 2 -5 - 21 dvojicemi do z, protoze za kazdy z 21 sloupci mame nanejvys
pét takovych barev a kazda je pouzita v nanejvys dvou radcich. Stejny prispévek mame za barvy,
které jsou v nanejvys dvou sloupcich. Zkombinujeme-li zptsoby, pak dostaneme 420 > z = 441,
COZ je Spor. O

Priklad 4. Necht mame rovinné nakresleni grafu G, ve kterém jsou vsechny stény trojihelniky.
Predpokladejme, Ze vrcholy G jsou obarveny tremi barvami (nemusi se nutné jednat o korekini
obarvent, tj. muze existovat hrana s obéma koncovymi vrcholy stejné barvy). UkaZte, Ze pocet stén,
na jejichZ vrcholech jsou pouZity vSechny tri barvy, je sudy.

*Informace o cvic¢eni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/~fila/
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Reseni. Necht jsme pouzili ¢ervenou, modrou a zelenou barvu. Ozna¢me jako duhovy trojithel-
nik ten, ktery ma vrcholy obarvené vsemi pouzitymi barvami. Potom kazdy duhovy trojuhelnik
obsahuje pravé jednu cerveno-modrou hranu. Kazdy trojihelnik, ktery neni duhovy, mé takové
hrany bud dvé nebo zadnou. Kazda hrana je ve dvou sténéch, tedy pri sc¢itani pres stény je kazda
¢erveno-modré hrana zapo¢itana dvakrat. Celkem tedy dostaneme sudy pocet paru (e, F'), kde e je
Cerveno-modré hrana stény F'. Pokud by ale pocet duhovych trojihelnikta byl lichy, tak dostaneme
tento pocet nutné lichy (kazdy duhovy prispéje lichym ¢éislem, neduhovy sudym). O

Piiklad 5 (*). Ukaste, Ze kazdy graf s N vrcholy neobsahujici podgraf Koo md nanejuis O(N3/?)
hran.
Hint: Dvéma zptsoby odhadnéte pocty podgrafi K o a pouZijte Cauchyho—Schwarzovu nerovnost.
Pro pripomenuti: z pdtého cvicent jiz vime, Ze odhad je aZ na multiplikativni konstantu tésny.

Reseni. Mé&jme graf G = (V, E) bez Ks 2. Spoéitdme dvéma zptisoby pocet M dvojic (v, {u,u'}),
kde {u,u’,v} € (‘g) a {v,u},{v,u'} € E. Pro fixni u,u’ existuje nanejvys jedno takové v (jinak
Ks0) atedy M < (1;[) Na druhou stranu kazdé fixni v prispiva (degg(”)) pary {u,u’}. Dohromady
méame )y (degg"(v)) < (1;7 ) Muzeme predpoklddat, ze vSechny stupné jsou aspor jedna, protoze
nemd smysl pridavat izolované vrcholy. Potom (degg(v)) > (dega(v)—1)%/2a " oy (dega(v)—1)? <
n?. Z Cauchy-Schwartzovy nerovnosti

N n n
Z Ty < Z y? Z x?
=1 i=1 =1

pro xz, = degg(v) — 1 a y, = 1 mame

S (degav) ~ 1) 1< |3 (dego(v) ~ 12VE < N2,

veV veV

V posledni nerovnosti jsme pouzili Y, ¢y (dega(v) — 1)2 < 3,0y (*95)) < (§). Protoze |E| =
1S ey dega(v), tak [B] < L(N%/2 + N). -
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