Kombinatorika a grafy I — 8 cviceni*

22. listopadu 2022

1 Aplikace Hallovy véty

Vircholovgm pokrytim v grafu G = (V, E) je mnozina C' C V takovd, Ze pro kazdé e € E plati
eNC # 0. Pdrovinim v G je mnozina disjunktnich hran z E.

Kénigova—Egervaryho véta. V kazdém bipartitnim grafu se velikost minimdlniho vrcholového
pokryti rovnd velikosti mazximdlniho pdarovdni.

Nech X a I jsou konecné mnoziny. Mnozinovym systémem na X nazveme |I|-tici M = (M;: i €
I), kde M; C X. Systém rizngch reprezentanti (SRR) je prostd funkce f: I — X takovd, Ze pro
kazdé i € I je f(i) € M;. Vime, Ze existence SRR v M je ekvivalentni s existenci parovan{ velikosti
|I| v incidenénim grafu Gy = (TU X, {{i,z}: i € I,z € X,z € M,;}).
Hallova véta. Systém rizngch reprezentantu v M existuje pravé tehdy, kdyz pro kaZdou J C I je
‘UjeJ Mj‘ > |J|; tato podminka se nazgvd Hallova.

Priklad 1. Nech a,b,c,d,e jsou ruznd prirozend cisla.

(a) Md mnoZinovy systém tvoreny vsemi triprvkovymi podmnoZinami mnoziny {a,b,c,d} systém
ruznyjch reprezentanti?

(b) Md mnoZinovy systém tvoreny vsemi triprvkoviymi podmnozinami mnoZiny {a, b, c,d, e} systém
ruznych reprezentantiu?

Priklad 2. Perfektni parovani grafu G je takové pdarovani, které pokrijvd vsechny vrcholy grafu G.
Najdéte vsechna perfektni parovdni v Petersonové grafu. UkaZte, Ze vic jich neexistuje.

Priklad 3. Dokazte, Ze Hallova véta implikuje Kénigovu—Egervaryho vétu.

Piiklad 4. Latinsky obdélnik ¥adu k x n, k < n je matice typu {1,...,n}**" kde se v kazdém
rddku a sloupci kazdy prvek vyskytuje nejvyse jednou. Latinsky ¢tverec fadu n je latinsky obdélnik
radu n X n.

Ukazte, Ze latinskych ctverci rddu n je alespori Q((n!)?).

Priklad 5. Najdéte nekonecny systém mmnozin M = (M;: i € I), ktery spliuje Hallovu podminku
(tj. pro kazdé k € N obsahuje sjednocent libovolné k-tice mnoZin z M asponi k prvki), ale nemd
systém ruznych reprezentanti.

Priklad 6 (*). Pron x n matici A = (a;;) definujeme permanent matice A jako

per(A4) = Z Hai,a(i)-

€Sy i=1

*Informace o cviéeni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/~fila/


http://kam.mff.cuni.cz/~fila/

(a) Bud G bipartitni graf s partitami U = {uy,...,un} a V ={v1,...,v,} a nech a;; =1, pokud
{u;,v;} € E(G) a a;; = 0 jinak. Ukazte, Ze pocet perfektnich pdrovini v G je per(A), kde
A = (aij).

(b) Nech A = (aij) je nezdpornd n x n matice, ve které se vsechny rddkové a sloupcové soucty
rovnaji jedné (tzv. dvojité stochastickd matice). Ukazte, Ze per(A) > 0.
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