Kombinatorika a grafy I — 2. cviceni*

17. ¥{jna 2022

1 Odhady

Méjme nezdporné funkce f,g: N — RJ. Potom znaceni f(n) = O(g(n)) znamend, Ze existuji
konstanty C a ng takové, Ze pro kazdé n > ng plati f(n) < C - g(n). Neboli funkce f roste
asymptoticky nanejvys tak rychle jako g. Podobné vyuzivame i nasledujici znaceni:

Znaceni Definice Vyznam
fn) =Q(g(n)) | 3C > 03Ing ¥n > ng: f(n) > C-g(n) f roste aspon tak rychle jako g
34Cy > 03C5 > 0 Ing Vn > ng:

f(n) =06(g(n)) C1 - g(n) < f(n) < Cs - g(n) f a g maji stejnou asymptotiku
f(n)=o0(g(n)) | YC >03ng¥n >ng: f(n) < C-g(n) f roste mnohem pomaleji nez g
f(n) ~g(n) limy, 00 g:g =1 f(n) a g(n) jsou témér shodné

Priklad 1. Seradte ndsledujici virazy podle velikosti pro velké n (tedy napriklad pro n > 101010):

2271’ eln?’n’ <2n)’ nlnn7 (\/ﬁ)n

n

Reseni. Nejdifv si vyrazy prepiSeme do tvari, ve ktegrych se lgudouQIépe porovnéavat. Ognaéme
log x := log, z. Podle log, x = log, x/log, a mame e ™ = 2log"n/log” ¢ Dgle plnn = log™n/loge
a (y/n)" = 2m1°8"/2 Na binomicky koeficient pouzijeme odhad 22% <M< 2" Dohromady

, =G s
mame
2 2
210g2n/loge < 2log3n/log2e < 24n < 24m < 22n < 2nlog;n/27
2yn T V2n

¢ili

nlnn S elnsn S <27’L) S 22n S (\/ﬁ)n

Priklad 2. Rozhodnéte, zda jsou ndsledujici vijrazy pravdivé.
(a) n! =200

(b) n?+5nlnn =n?(1+o(1)) ~ n?,

(c) ninn = 29

(d) SI, i* = O(n?).

Reseni. (a) Neplati, protoze n! > |n/2|"/21 = 2%(nlogn),

(b) Plati, protoze Snlnn = o(1)n? a lim, % =1

Inn

(¢) Neplati, protoze n'™*™ = eln®n — go(n),

(d) Plat{ a ani nenf tfeba soucet pocitat, protoze z i < n mame Y ., i® <n’ = O(n?). Na druhou
stranu aspon n/2 ¢lent soucti ma velikost aspoii n/2 a tedy Y ., i® > (n/2)(n/2)® = Q(n).
O

Priklad 3. Naleznéte kladné a neklesajici funkce f(n) a g(n) definované pro vsechna prirozend
c¢isla tak, aby neplatilo f(n) = O(g(n)) a ani g(n) = O(f(n)).

*Informace o cviceni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/~fila/



http://kam.mff.cuni.cz/~fila/

Resend. Definujeme tyto funkce tak, aby tvoiily prekryvajici se schody. K tomu by mélo staéit
napiiklad f(n) :=n! a g(n) definované nésledovné:

(n—=1)! ifn=0
gn):=< (n+1)! ifn=1 (mod 3)
n! ifn=2.

ODbé funkce jsou kladné, neklesajici a definované pro vSechna prirozend ¢isla. Navic pro n = 0
(mod 3) je f(n) > ng(n) a pro n = 1 (mod 3) je g(n) > (n+ 1)f(n). Cili f(n) a g(n) jsou
asymptoticky neporovnatelné. O

Priklad 4. UvazZme ndhodnou prochdzku v Z x 7 zacinajici v pocdtku, kde se v kazdém kroku
i = 1,2,... rozhodneme ndhodné uniformné nezdvisle, zda budeme pokracovat doleva, doprava,
nahoru, ¢i dolu.

(a) Upravou postupu z predndsky pro néhodnou prochdzku v Z. odhadnéte stoedni hodnotu poétu
ndvratty do pocdtku v Z x 7. Je tato hodnota shora omezend?

(b) (*) Odhadnéte stredni hodnotu poctu ndvratt do pocdtku pro ndhodnou prochdzku v Z X 7 X 7Z.

Resend. (a) Necht X je ndhodnd veli¢ina udavajici pocet navrati do po¢itku v Z x Z. Potom
X =>",5114,,, kde Ay, je jev ,po 2n krocich jsme opét v pocatku“. Vsimneme si, ze do
pocatku se mizeme vratit pouze po sudém poctu kroku. Z linearity stfedni hodnoty mame

EX]=E|> Ia, | =Y Ella,]=> Pr(As).

n>1 n>1 n>1

Tedy zbyvé urcit Pr(Agy,).

Celkovy pocet prochazek délky 2n je 42", protoze mame ¢tyii mozné sméry. Poéet prochizek
délky 2n, ve kterych se vratime do pocédtku, je (2:) i (?)27 protoZe nejdiiv ze vsech 2n
kroka vybereme n kroku, ve kterych se pohybujeme doleva ¢i nahoru. Z téchto n kroku potom
vybereme i téch, ve kterych se pohybujeme doleva (ve zbylych jdeme nahoru). Z n nevybranych
kroku, ve kterych se pohybujeme doprava ¢i dolu, poté zbyva vybrat i tich, ve kterych se
pohybujeme doprava (ve zbylych jdeme dolr). Plati > " (?)2 = (27?), protoze () = (,",)
a obé strany podcitaji pocet vybéru paru (A, B) z mnoziny S velikosti 2n rozdélené na dvé
Casti M a N velikosti n takovych, ze A C M, B C N a |A| + |B| = n. Po pouziti odhadu
(*") > 227 /(2y/n) z prednasky dostévime

(2n)2 1
Pr(As,) = ~2— > —.
H(Azn) = T 2 4
Tedy
1 1

protoze Y .-, 1/i = Q(logm). Hodnota je tedy neomezens.

(b) Necht X je ndhodné veli¢ina uddvajici pocet ndvratit do poéatku v Z x Z x Z. Potom X =
Y ons1 14, , kde Agy, je jev ,po 2n krocich jsme opét v pocatku“. Vsimneme si, ze do po¢atku
se muzeme vratit pouze po sudém poctu kroku. Z linearity stfedni hodnoty mame

EX]=E (> Ia, | =Y Ella,]=> Pr(As).

n>1 n>1 n>1

Tedy zbyvé urcit Pr(Asy,).



Celkovy pocet prochdzek délky 2n je 627, protoze mame Sest moznych sméri. Podet prochizek
délky 2n, ve kterych se vratime do pocatku, je

(2:> ;JZO (721)2(”.7_2)2 - (2:> og;@ (i,j,nii—j)z’

protoze nejdriv ze vSech 2n kroku vybereme n krokt, ve kterych se pohybujeme doleva, nahoru,
¢i doptedu. Z téchto n kroku potom vybereme ¢ téch, ve kterych se pohybujeme doleva a ze
zbylych n —i vybirdme j tich, kde se pohybujeme nahoru (ve zbylych n—i— j jdeme doptedu).
7 n nevybranych kroku, ve kterych se pohybujeme doprava, doli, ¢i dozadu, poté zbyva vybrat
1 téch, ve kterych se pohybujeme doprava, ze zbylych n — ¢ vybirame j tich, ve kterych jdeme
dolu (ve zbylych n — i — j jdeme dozadu). Plati ZOSH—jgn (i,jﬂfii_j) = 3", protoze pocitame
rozdéleni n prvku na t¥i ¢asti, a (i)jﬂnﬁiﬂ,) < (n/3,n73,n/3) (pro jednoduchost predpoklddejme,
n

" 4 >1proi>j+1.

Ze n je délitelné tfemi), protoze (i,j’nﬂ;j) = Gic1jttn—ioj) - Jﬁ a

Tedy

2
. . ] = - . ] =3 :
0<itj<n (lajvn_l_J 77,/3,77,/3,71/3 0<itj<n LN —1—7 n/3,n/3,n/3

Po pouziti odhadu (2:) < 22" /\/2n 7 prednasky a Stirlingovy formule dostavame

Prgn) < ot opsonys) 32 /e _ ( 1 )
2n) > 62” T V2n - (27Tn/3)3/2 . (n/(3€))” -62n 77‘3/2 .
Tedy
1
E[X] < ZO (3/2) =0(1),
n>1 n
protoze

32 oo 3/2 l'_l/Q %)
/m" s / [oda [ _1/2} 1

n>1 1

Hodnota je tedy omezena.
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