Kombinatorika a grafy I — 6. cviceni*
21. listopadu 2022

1 Projektivni roviny

Piiklad 1. (a) Ukazte, Ze existuje graf s N vrcholy a s aspori Q(N3/2) hranami, ktery neobdsahuje
K5 o jako podgraf.

(b) Bonusovy priklad (*): ukazte, Ze kaZdy takovy graf md nanejuys O(N>/?) hran. Hint: dvéma
zpusoby spocitejte pocet kopii K o.

Reseni. (a) feSenim je incidenéni graf koneéné projektivni roviny ¥adu n. Jednd se o bipartitni
graf s prtitami velikosti n? + n + 1, kde jednu partitu ztotoznime s X, druhou s £ a polozime
hranu (z, L) pravé tehdy, kdyz bod z € X lez na piimce L € L. Potom je pocet hran
roven (n? +n + 1)(n + 1), protoze kazdym bodem prochazi n + 1 piimek, a pocet vrcholt je
N :=2(n?+n+1). Mame (n+1)(n®>+n+1) > (n?+n+1)3/2 = (N/2)3/2 ~ 0.35N3/2. Pokud
by v grafu byl podgraf Ks s, tak by odpovidal dvojici piimek, které sdili dvojici bodi.

(b) Méjme graf G = (V,E) bez Ky3. Spoéitdme dvéma zpusoby pocet M dvojic (v, {u,u'}),
kde {u,u/,v} € (}) a {v,u},{v,u'} € E. Pro fixn{ u,u’ existuje nanejvys jedno takové v
(jinak Ky ) a tedy M < (];) Na druhou stranu kazdé fixni v prispiva (degg(”)) pary {u,u'}.
Dohromady mame (degg’(”)) < (]; ) Muzeme predpokladat, ze vSechny stupné jsou aspori
jedna, protoze nemé smysl priddvat izolované vrcholy. Potom (degg(v)) > (dega(v) —1)?/2 a
> ey (dega(v) — 1)2 < n?. Z Cauchy-Schwartzovy nerovnosti

N n
s < 2
TiYi = Ty

i=1 i=1
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V posledni nerovnosti jsme pouzili Y, i (dega(v) — 1) < > -y (degg(”)) < (g) Protoze
|E| = 33 ,cv dega(v), tak |E| < L(N®/2+ N).
0

2 Latinské ¢tverce

Latinsky c¢tverec fadu n je tabulka o rozmérech n x n nad prvky z {1,2,...,n}, kde se kazdé ¢islo
v kazdém sloupci a faddku vyskytuje pravé jednou. Dva latinské ¢tverce L a L' jsou ortogondlni,
pokud pro kazdou uspofddanou dvojici éisel (a,b) z {1,2,...,n} existuje 4,5 € {1,2,...,n} takové,
ze (a,b) = ((L)ij,(L')i;). Mnozina {Lq,Ls,...,L;} Latinskych ¢tverci je mnozinou navzdjem
ortogondlnich Latinskijch ctverci, pokud kazdé dva ¢tverce z této mnoziny jsou ortogonalni. T¥i
navzajem ortogonalni latinské ¢tverce radu 4:
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Priklad 2. Rozhodnéte, zda permutace 7ddki a sloupci zachovdvaji vlastnost byt latinskym ctver-
cem a zda tyto operace zachovdvdji ortogonalitu (operace je provedena na jednom z ¢tverci, pro
ortogonalitu,).

*Informace o cvic¢eni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/~fila/


http://kam.mff.cuni.cz/~fila/

Resend. Permutace fadki i sloupctl vlastnost byt latinskym &tvercem zachovivaji. Pii prohozeni
dvou radkt nevzniknou dva stejné prvky ve sloupci, protoze hodnoty ve sloupcich méni jen poradi, a
ani v rfadku, protoze fadky se neméni viibec. Analogicky se dd postupovat pfi prohazovani sloupcu.

Ortogonalita se miize pokazit pi obou operacich. Pro permutace fadku to je vidét na prikladé
z obrazku, kde na prvnich dvou latinskych étvercich sta¢i prohodit 2. a 3. fddek ve druhém éverci,
¢imz se 1. a 2. ¢tverec budou shodovat na 1. a 2. fddku. Pro permutace sloupcu stac¢i uvazit
stejnou permutaci pro transponované ¢tverce a romyslet si, Ze transpozice taky nepokazi vlastnost
byt latinskym ¢tvercem. O

3 Toky v sitich

St je usporddand ctvefice (G, z, s, ¢), kde G = (V, E) je orientovany graf, neboli ECV xV, zas
jsou dva razné vrcholy grafu G (zvané zdroj a stok) a kapacita ¢c: E — RS‘ je funkce ohodnocujici
hrany. Tok v siti je kazdd funkce f: E — R spliiujici 0 < f(e) < ¢(e) pro kazdou hranu e € F a

Z f(u, 'U) = Z f(vvu)

v:(u,v)EE vi(v,u)EE

pro kazdy vrchol v € V' mimo stok a zdroj. Velikost toku je

Z flz,0) — Z flv, 2).

vi(z,v)€EE v:(v,z)€E

Rezem nazveme podmnozinu E, po jejimz odstranéni neexistuje orientovana cesta ze zdroje do
stoku. Kapacita Tezu R je c(R) =) . pc(e).

Jako rezervu hrany e na néjaké cesté P ze z do s oznaéime r(e) = c(e) — f(e) pro hranu e
orientovanou po sméru P a r(e) = f(e) pro hranu orientovanou proti sméru P. Cesta P je pak
zlepsujict, pokud vSechny jeji hrany maji kladnou rezervu.

Algorithm 3.1: FORD-FULKERSON(G)

f < nulovy tok
while existuje zlepsujici cesta P ze z do s
€p < min.ep(p) r(e)
do ( Zvétsime tok f podél P o ep (kazdé hrané e po smeéru zvétsime
f(e) a hrandm proti sméru zmensime f(e)).
Vrat tok f.

Priklad 3. Najdéte Fordovym—Fulkersonoviym algoritmem tok mazimdlni velikosti v ndsledujict
siti. Naleznete také rez minimdilni kapacity a ovérte tak, Ze dany tok md skutecné mazimdlni
velikost.

Reseni. Zakladni myslenka algoritmu: pouzivat i hrany v protisméru a tok ve sméru simulovat
odectenim toku v protisméru. Sit mé celociselné kapacity a tedy tloha m& smysl. Jako rezervu
hrany e oznacme c( ) — f(e) + f(¢'), kde € je hrana opacné orientace. Potom zlepsujici cesta je
cesta, ve které ma kazdd hrana nenulovou rezervu (obsahuje-li sit cyklus délky 2, pak je tfeba i
uvazit tok opacnou hranou v definici toku). Pokud nemédme cykly délky 2, pak rezerva je c(e)— f(e)
pro hranu orientovanou po sméru cesty a f(e’) pro hranu e orientovanou proti sméru cesty (to proto,
Ze hrany proti sméru cesty maji nulové kapacity a nulové toky).



Nejprve nastavime nulovy tok. Poté hleddme zlepsujici cesty (koukdme na rezervy, ne na kapa-
city!) a posildme po nich toky. Vzdy po zvétseni toku musime prenastavit rezervy (ty jsou oznacené
na obrazku) i u opaénych hran. Takto dostaneme maximalni tok velikosti 14. Viz obrazek.

Pro rychly béh je tfeba strategie vybéru cesty, jinak muze byt pomalé (napt. podobny piiklad
jako u selhdn{ hladové strategie s kapacitami). Cesty ze sité rezerv jde vybirat i hladové, vybirdme-li
je priichodem do &fiky, je slozitost O(|V||E|?) (Edmons-Karp).

fez minimaln{ kapacity jde najit jako mnozinu hran S(A4, V'\ A), které jdou z A do V'\ A (pfesné
v této orientaci!), kde A je mnozina vrcholll, do nichz se jde dostat ze zdroje po nenasycené cesteé.
V nasem prikladu je takovy fez cervené vyznaceny. O

Priklad 4. (a) Najdéte sit (a posloupnost pouZitych zlepSujicich cest), na které F.-F. algoritmus
nedospéje ke spravnému vysledku, pokud mu povolime pouZivat jen orientované zlepsujici cesty.

(b) Najdéte posloupnost siti (a posloupnosti pouZitych zlepsujicich cest), na které md F.-F. al-
goritmus exponencidlni casovou sloZitost (vzhledem k poctu biti potrebnijch k uloZeni grafu a
kapacit).

Resend. (a) feseni je vidét z nasledujiciho obrazku, kde hladovy piistup najde tok velikosti 20, ale
pritom existuje tok velikosti 30.
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(b) Méme podobné feseni jako predtim. Velikost grafu je konstantni, kapacity potiebuji k uloZeni
logaritmicky mnoho bita vzhledem k velikosti maximalniho toku, zatimco ¢asova slozitost je



O(]f]). Na prvnim a poslednim obrézku je u hran zndzornén tok a kapacity (sit), jinak rezervy
(sit rezerv, ¢ je né&jaka velkd konstanta).

0/c

0/c

O

Priklad 5. Pri hleddni mazimdlniho toku jsou kapacitami omezené hrany. Nékdy se ale miizZe stdt,
Ze budeme potrebovat néjaké kapacity privadit i vrcholim (,vrcholem v nesmd protéct vic nez x litri
tekutiny za jednotku casu®). Jak najit mazximdlni tok spliujici i tuto podminku?

Resend. Sta¢i uvazit rozdéleni vrcholu v na dva v~ a vt a dat mezi né hranu s kapacitou rovnou
danému omezeni na prutok vrcholem v. Potom staci klasicky hledat maximalni tok. Nalezeny tok
splnuje dodatecnou podminku, protoze jinak by dané vrcholova hrana byla presycena. O

Priklad 6. Ukazte, Ze problém hleddani mazimdlniho toku v siti, kterd md vice zdroju a vice stoku,
lze redukovat na pripad s jednim zdrojem a jednim stokem.

Reseni. Méjmesit (G = (V, E), (z1,.-.,21), (51, - .,51),¢) s k zdroji a | stoky. Definujme novy zdroj
z a novy stok s a pridejme hrany (z,z1),...,(z, 2zx) a (s1,),..., (s, $) s velmi velkou kapacitou C
(napifklad soudet vSech kapacit v puvodni siti).

Potom tok maximalni velikosti v této nové siti ma stejnou velikost jako tok maximalni velikosti
puvodni siti. Jisté kazdy tok v puvodni siti lze rozsifit na tok v nové siti stejné velikosti, staci z
nového zdroje poslat do kazdého puvodniho zdroje poslat tolik toku, kolik z néj v puvodnim toku
vyplyvé (to lze z volby C) a analogicky to udélat se stoky. ¢ili tok maximdln{ velikosti v nové siti
je aspon tak velky jako v té pavodni.

Naopak fez v puvodni siti je fezem v nové siti a tedy minimalni kapacita fezu v nové siti je
nanejvys tak velkd jako v puvodni siti. Podle Hlavni véty o tocich je tak velikost maximéalniho toku
v obou sitich totozné. O

Priklad 7. Dokazte, Ze pocet toku maximdlni velikosti je v kazdé siti bud jedna nebo je nekonecny.

Reseni. Uvazme sit, ve které jsou aspoii dva maximalni toky f; a fo. Potom libovolné jejich
konvexni kombinace af; + (1 — a)fa, a € [0,1] je opét maximalnim tokem. Piedevsim je to tok,
protoZe pro kazdou hranu e mdme 0 < afi(e) + (1 — a) fa(e) < ac(e) + (1 — a)c(e) = c(e) a plati
Kirchhoffiv zakon, jelikoz do kazdého vrcholu pritéka pravé to co odtéka, coz jde vidét, rozdélime-
li pritok na ¢éast pritékajici pres f1 a ¢ast pritékajici pres fo. Navic novy tok je maximéalni, protoze
je snadno vidét, ze jeho celkova velikost je stejnd jako u obou maximéalnich toki.
¢ili pocet maximalnich tokt je jedna nebo nekonecéné mnoho. Siti s jedinym maximalnim tokem
je tfeba orientovand cesta s jednotkovymi kapacitami a zdrojem a stokem jako koncovymi vrcholy.
O

Priklad 8. (*) Najdéte sit s iraciondlnimi vahami, na které F.-F. algoritmus nenajde maximdlni
tok. (Hint:

Kde ¢* =1—¢. )



Sit, na které Ford-Fulkersoniv algoritmus selze: F.-F. algoritmus funguje dobie na ra-
ciondlnich kapacitach. O celociselnych to vime, racionalni obecné sta¢i vynasobit spole¢nym jme-
novatelem a poté postupovat ve vzniklé celoc¢iselné siti. Na iracionalnich kapacitach obecné uz
algoritmus muze selhat, coz si ukdzeme na piikladu od Uri Zwicka.

Uvazme sit z obrdzku. M4 6 vrcholt a 9 hran, které jsou ohodnocené ¢isly 1, M (= velké celé

¢islo) a ¢ = \/52_1, které je zvolené tak, aby platilo ¢? = 1 — ¢. Pii analyze selhani budeme sledovat

rezervy t¥{ horizontélnich hran (rezervy zbylych Sesti hran budou vzdy alespon M — 3).

F.-F. algoritmus za¢ne poslanim toku velikosti 1 po zlepSujici cesté na nejvétsim obrazku.
Rezervy tii horizontalnich hran jsou (zleva doprava) 1,0, ¢. Necht v indukci maji tyto hrany rezervy
#*~1,0, ¢F pro néjaké k € N. Nyni postupné provedeme tyto 4 iterace F.-F. algoritmu:

1. ZlepSeni o ¢* podle B — rezervy jsou poté ¢**1 ¢F. 0.
2. ZlepSeni o ¢F podle C — rezervy jsou poté ¢**1 0, ¢F.
3. Zlepseni o ¢**1 podle B — rezervy jsou poté 0, pF+1, pF+2,
4. Zlepseni o ¢F*1 podle A — rezervy jsou poté ¢Ft1, 0, pF+2.

Tedy po 4n + 1 iteracich algoritmu jsou rezervy danych hran ¢2*,0,¢?"+!. S rostoucim pocétem
kroku k nekonecnu velikost toku konverguje k

1425 ¢i= 2 _1=2
+ ;qﬁ =% +/5 < 5,

coz je malo, protoze jde snadno vidét, ze nejvetsi tok je 2M + 1.

Priklad 9. (*) Rozmyslete si analyzu Edmons-Karpova algoritmu:

Algorithm 3.2: EDMONDSKARP(G)

f < nulovy tok

while existuje zlepsujici cesta P ze z do s

Bud P takovd cesta s minimdlnim poctem hran.

€ + mingcpr(e)

Zvétsime tok [ podél P o e (kaZdé hrané e € P zvétsime
f(e), pripadné zmensime f(e'), podle toho, co jde).

do

Analyza slozitosti Edmonds-Karpova algoritmu: 7 piikladi uvedenych vyse je vidét, ze
slozitost Ford-Fulkersonova algoritmu muze byt osklivda. Ukazeme, ale, ze vybirdme-li nejkratsi
z, s-cesty, tak dostaneme slozitost polynomidlni vzhledem k po¢tu hran m a vrcholi n (Edmonds-
Karpuv algoritmus). Algoritmus je zaloZen na prochézeni grafu do sitky (BFS).



Algorithm 3.3: BFS(G, s)

YoeV:H(v)+ -1
H(s) < 0 a pfidej s do fronty
while fronta je neprazdna
Odeber vrchol v z fronty.
for V sousedy w vrcholu v
do if Hw) = -1
do Pridej w do fronty.
then {H(w) — H(v)+1

BF'S prochézi postupné vsechny vrcholy grafu po vrstvach vzdélenosti od inicidlniho vrcholu.
Bézi v ¢ase ©(m + n), protoZe testuje dvakrat kazdy vrchol pro kazdou jeho hranu a do fronty
ho déva jednou. Je zédkladem pro testovani souvislosti a bipartitnosti, hledani minimalni kostry
nebo nejkratsi cesty (prohledavéni do hloubky, DFS, je zadkladem pro topologické tiidéni, testovani
souvislosti, 2-souvislosti, silné souvislosti,...) Je-li graf souvisly, tak n < m + 1 a tedy méme cas

O(m).

Algorithm 3.4: EDMONDSKARP(G)

f < nulovy tok

while existuje zlepsujici cesta P ze z do s

Bud P takova cesta s minimalnim poc¢tem hran.

€ + mineep r(e)

Zvétsime tok f podél P o e (kazdé hrané e € P zvétsime
f(e), pripadné zmensime f(e’), podle toho, co jde).

do

Necht v grafu nejsou cykly délky 2. Sit rezerv grafu G = (V, E) a toku f je definovdna jako
Gy = (Vy,Ey¢), kde Vy =V a E; obsahuje dopfedné hrany: je-li e € E(G), kde f(e) < c(e) tak do
E; priddme hranu e s kapacitou c(e) — f(e), zpétné hrany: je-li e = (u,v) € E's f(e) > 0, pfiddme
do Ey hranu ¢’ = (v,u) s kapacitou f(e).

Uvéazime pocet iteraci cyklu v Edmonds-Karpové algoritmu. Pfi BFS se vrcholy grafu rozt¥idi
do vrstev BFS stromu Ly, ..., L; podle znacek H(v). Vime Ly = {z}. Plati také to, ze kazda
nejkratsi cesta ze z do libovolného v € L; obsahuje pravé jeden vrchol z kazdé vrstvy Lo,...,L;
v tomto poradi a zaddné jiné vrcholy. ¢ili kazdd nalezend z, s-cesta je tvaru z = vg, v1,...,v; =,
kde v, € Ly pro kazdé k, 0 < k < j.

Zmény G¢ po vylepseni toku po zlepSujici cesté P:

1. Obsahuje-li P dopfednou hranu e, kterou vylepseni nasyti (nové bude c(e) = f(e)), tak e z Gy
smazeme a muzeme pridat opa¢nou hranu e’ (pokud ji Gy uz pred vylepSenim neobsahovalo,
coz bylo, pokud tok pfes e byl nulovy).

2. Obsahuje-li P zpétnou hranu ', tak ji smazeme z Gy, pokud vylepSeni snizi tok na e na
nulu. Byla-li dopfednd hrana e pied vylepSenim nasycend (c(e) = f(e)), tak ji poté priddme
do Gf.

zadné jiné hrany nemazeme ani nepridavame. Tedy priddvame jen opac¢né hrany k hranam z P.

Kazda hrana z P jde mezi i-tou a ¢ + 1-ni vrstvou, tedy nové hrany jsou mezi ¢ + 1-ni a i-tou
vrstvou pro néjaké i. Tedy délka cesty ze z do libovolného v se pii béhu algoritmu nikdy nesnizi!
(nikdy novou hranou neptesko¢ime vrstvu)

Je-li hrana e = (u,v) € P bottleneck (tj. r(e) = €), potom ji po vylepseni f z Gy odstranime.
Nechf v € L; a v € L;1 kdyz toto nastane. Pokud se dana hrana znovu objevi v G, tak v musi
poté byt ve vyssi vrtvé nez v, protoze pri objeveni vzdy hrana vede z jedné vrsty do pravé té
predchdzejici. Vrchol v zstava v L;y1 ¢i vys (tj. v trovni s vy$$im indexem), protoze délka z, v-
cesty se nikdy nesniZuje (otd¢enim hran nevytvorime zkratku). Tedy u musi pfed dalsim objevenim
hrany e postoupit do vrstvy L;;o ¢i vys, protoze jinak by pii znovuobjeveni e nebylo ve vyssi vrstvé
nez v. BFS strom nemé vic nez n vrstev, tedy e se jako bottleneck miize obevit nanejvys n/2-krét
(stane-li se z e znovu bottleneck, tak uz zase musi byt v ve vySsi vrstvé nez u). Celkem je 2m hran,



které se potencidlné mohou objevit v Gy, kazda z nich se jako bottleneck objevi nejvys n/2-krat,
to celkem déld nanejvys mn bottleneckt. Kazda zlepsujici cesta ma bottleneck a kazdy cyklus
odpovida zlepsujici cesté, tedy mame nanejvys mn iteraci cyklu.

Kazdé iterace zabere ¢as O(m), tedy celkova slozitost Edmonds-Karpova algoritmu je O(m?n).
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