Kombinatorika a grafy I — 6. cviceni*
14. listopadu 2022

1 Projektivni roviny

Piiklad 1. (a) Ukazte, Ze existuje graf s N vrcholy a s aspori Q(N3/2) hranami, ktery neobdsahuje
K5 o jako podgraf.

(b) Bonusovy priklad (*): ukazte, Ze kaZdy takovy graf md nanejuys O(N>/?) hran. Hint: dvéma
zpusoby spocitejte pocet kopii K1 o.

2 Latinské c¢tverce

Latinsky c¢tverec fadu n je tabulka o rozmérech n x n nad prvky z {1,2,...,n}, kde se kazdé ¢islo
v kazdém sloupci a faddku vyskytuje pravé jednou. Dva latinské ¢tverce L a L' jsou ortogondlni,
pokud pro kazdou usporfddanou dvojici éisel (a,b) z {1,2,...,n} existuje 4, j € {1,2,...,n} takové,
ze (a,b) = ((L)i;, (L)i;j). Mnozina {Lq, Lo, ...,L;} Latinskych étverci je mnozinou navzdjem
ortogondlnich Latinskijch ctverci, pokud kazdé dva ¢tverce z této mnoziny jsou ortogonalni. TTi
navzajem ortogonalni latinské ¢tverce radu 4:
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Priklad 2. Rozhodnéte, zda permutace radku a sloupci zachovdvaji vlastnost byt latinskym ctver-
cem a zda tyto operace zachovdvdji ortogonalitu (operace je provedena na jednom z ctverci, pro
ortogonalitu,).

3 Toky v sitich

St je usporddand Ctvetice (G, z, s, ¢), kde G = (V, E) je orientovany graf, neboli ECV xV, zas
jsou dva rtizné vrcholy grafu G (zvané zdroj a stok) a kapacita c: E — R{ je funkce ohodnocujici
hrany. Tok v siti je kazdé funkee f: E — R spliujici 0 < f(e) < ¢(e) pro kazdou hranu e € E a

Z f(uv U) = Z f(v7u)

v:(u,v)€E v:(v,u)€E

pro kazdy vrchol v € V mimo stok a zdroj. Velikost toku je

w(f)= > flzv)= > flva2)

v:(z,v)EE v:(v,z)EE

Rezem nazveme podmnozinu E, po jejimz odstranéni neexistuje orientované cesta ze zdroje do
stoku. Kapacita Tezu R je c(R) =) cpc(e).

Jako rezervu hrany e na néjaké cesté P ze z do s oznaéime r(e) = c(e) — f(e) pro hranu e
orientovanou po sméru P a r(e) = f(e) pro hranu orientovanou proti sméru P. Cesta P je pak
zlepsujici, pokud vSechny jeji hrany maji kladnou rezervu.

*Informace o cviéeni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/~fila/


http://kam.mff.cuni.cz/~fila/

Algorithm 3.1: FORD-FULKERSON(G)

f < nulovy tok
while existuje zlepsujici cesta P ze z do s
€p < min.ep(p) r(e)
do ( Zvétsime tok f podél P o ep (kazdé hrané e po sméru zvétsime

f(e) a hrandm proti sméru zmensime f(e)).
Vrat tok f.

Priklad 3. Najdéte Fordovym—Fulkersonoviym algoritmem tok mazimdlni velikosti v ndsledujict
siti. Naleznete také rez minimdilni kapacity a ovérte tak, Ze dany tok md skutecné mazimdlni
velikost.

Priklad 4. (a) Najdéte sit (a posloupnost pouZitych zlepSujicich cest), na které F.-F. algoritmus
nedospéje ke spravnému vysledku, pokud mu povolime pouZivat jen orientované zlepsujici cesty.

(b) Najdéte posloupnost siti (a posloupnosti pouZitijch zlepSujicich cest), na které md F.-F. al-
goritmus exponencidlni casovou sloZitost (vzhledem k poctu bitd potrebngch k uloZeni grafu a
kapacit).

Priklad 5. Pri hledani maximdlniho toku jsou kapacitami omezené hrany. Nékdy se ale miZe stdt,
Ze budeme potrebovat néjaké kapacity priradit i vrcholim (,vrcholem v nesmi protéct vic nez x litri
tekutiny za jednotku casu®). Jak najit mazximdlnt tok splnujici i tuto podminku?

Priklad 6. Ukazte, Ze problém hleddani mazimdlniho toku v siti, kterd md vice zdroju a vice stoku,
lze redukovat na pripad s jednim zdrojem a jednim stokem.

Priklad 7. Dokazte, Ze pocet toku maximdlni velikosti je v kazdé siti bud jedna nebo je nekonecny.

Priklad 8. (*) Najdéte sit s iraciondlnimi vahami, na které F.-F. algoritmus nenajde mazimdlni
tok. (Hint:

Kde ¢* =1—¢. )

Priklad 9. (*) Rozmyslete si analyzu Edmons-Karpova algoritmu:

Algorithm 3.2: EDMONDSKARP(G)

f < nulovy tok

while existuje zlepsujici cesta P ze z do s

Bud P takovd cesta s minimdlnim poctem hran.

€  min.cpr(e)

Zvétsime tok f podél P o e (kazdé hrané e € P zvétsime
f(e), pripadné zmensime f(e’), podle toho, co jde).
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